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INTRODUCTION
Cette introduction se divise en trois parties. Dans un premier temps nous nous
sommes inte´resse´s, via l’œuvre de De Jonquie`res, Cremona et une partie de
la correspondance entre Cremona et Nœther, a` la « naissance » de la the´orie
des transformations birationnelles du plan projectif complexe. Nous nous sommes
essentiellement appuye´s sur deux articles de Loria1 ([103, 104]) et un de Menghini
([112]). Cette de´marche un peu singulie`re d’aborder les origines de cette the´orie via
la biographie sommaire de quelques mathe´maticiens nous ame`ne a` mentionner de
nombreuses re´fe´rences bibliographiques pour le lecteur inte´resse´ ; bien entendu nous
ne pre´tendons ni avoir e´tudie´ profonde´ment, ni meˆme avoir consulte´ tous les articles
cite´s. Les formules et re´sultats mathe´matiques sont donne´s tels qu’ils ont e´te´ e´nonce´s
a` l’e´poque ; nous savons depuis qu’ils ne s’appliquent souvent que dans un cadre
ge´ne´rique. Dans une seconde partie, nous introduisons le groupe de Cremona,
celui des automorphismes polynomiaux de C2 et e´voquons certains e´nonce´s bien
connus. Pour finir nous pre´sentons les re´sultats principaux de cette the`se ; le lecteur
souhaitant commencer a` cet endroit (page 26) trouvera, entre autres, les notations
introduites dans les deux premiers paragraphe en fin de me´moire.
1
« [...] Loria was arguably the preeminent historian of mathematics in Italy. A full professor
of higher geometry at the University of Genoa beginning in 1891, Loria wrote the history of
mathematics as a mathematician writing for other mathematicians » ([59]).
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1. DE JONQUIE`RES, CREMONA NŒTHER
La premie`re partie de cette introduction expose les pre´mices de la the´orie des
transformations birationnelles et reveˆt un caracte`re aussi bien historique que mathe´-
matique. Commenc¸ons par parler d’Ernest De Jonquie`res ; ne´ en 1820, il entre
dans la marine franc¸aise a` l’aˆge de quinze ans et y reste jusqu’en 1885, date a`
laquelle il occupe depuis six ans le poste de vice-amiral. Il est successivement di-
recteur de l’e´cole des torpilles a` Boyardville, pre´fet maritime a` Rochefort, direc-
teur de la Commission permanente de la de´fense maritime, chef du service hy-
drographique de France... Ses bonnes traductions des Epˆıtres d’Horace (publie´es
en 1879) lui valent une place dans l’histoire litte´raire. Le re´sultat de son acti-
vite´ scientifique, qui s’e´tale sur une quarantaine d’anne´es, est un recueil de plus
de cent me´moires mathe´matiques. La jeunesse de De Jonquie`res co¨ıncide avec
la pe´riode ou` Chasles reprend le sceptre de la ge´ome´trie pure, voie ouverte par
Poncelet ; ses premiers travaux se rapportent donc a` la ge´ome´trie supe´rieure au
sens de Chasles. Il contribue ensuite au de´veloppement de la the´orie des courbes
alge´briques planes et des syste`mes forme´s par celles-ci ; cette e´tude le conduit a`
conside´rer les syste`mes relatifs aux courbes gauches et aux surfaces. Parmi les ri-
chesses de ce recueil, on trouve aussi des re´sultats, certains historiques d’autres non,
sur les transformations ge´ome´triques et les polye`dres ([67, 68]) ; enfin il se passionne
pour la « ge´ome´trie alge´brique » et la the´orie des nombres. Ici nous nous consacrons
essentiellement aux « fruits qu’il recueillit dans un champ dont Cremona est le
maˆıtre inconteste´ » ([103]) : voulant perfectionner la the´orie des courbes gauches
alge´briques, De Jonquie`res participe au de´veloppement d’une the´orie qui semble
l’avoir attire´e de`s le de´but de sa carrie`re, celle des transformations ge´ome´triques.
Il pense qu’il n’est pas vain de ge´ne´raliser la me´thode par laquelle Seydewitz a
engendre´ et e´tudie´ les courbes gauches ([136]). Ce projet ne´cessite l’existence d’une
correspondance biunivoque, diffe´rente de l’homographie, entre les points de deux
plans ; De Jonquie`res e´tablit celle-ci qui, par suite, porte son nom. Remarquons
que la premie`re partie du me´moire dans lequel il donne cette correspondance paraˆıt
en 1884 (voir [62]) ; un texte complet est publie´ seulement vingt et un ans apre`s par
les soins de Guccia ([87]). Cet e´crit de´bute par la remarque suivante : l’ensemble
des courbes de degre´ n d’un plan ayant un point de multiplicite´ n − 1 et 2(n − 1)
points simples communs forment un re´seau homalo¨ıdal. Rappelons ce qu’est un tel
re´seau. Conside´rons l’ensemble D des droites de P2(C) et f une transformation bira-
tionnelle ; l’ensemble des points base du pinceau de courbes de f(D) passant par un
point ge´ne´rique p, prive´ de p, est contenu dans le lieu d’inde´termination de f−1. Une
famille de courbes a` 2 parame`tres qui ve´rifie des proprie´te´s analogues est appele´e
re´seau homalo¨ıdal. De Jonquie`res dispose donc d’une application biunivoque
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entre ces courbes et les droites d’un autre plan P ′ ; si on impose que le point d’in-
tersection de deux droites quelconques dans P ′ corresponde au point d’intersection
des deux courbes associe´es de P, on obtient une correspondance biunivoque entre P
et P ′. Ces deux plans sont alors appele´s plans isographiques. Un grand nombre
des raisonnements de De Jonquie`res se ge´ne´ralisent aux transformations bira-
tionnelles ; notons toutefois qu’il semble que De Jonquie`res ne connaissait pas
les travaux de Cremona et inversement, ce qui n’est gue`re e´tonnant e´tant donne´
le temps que De Jonquie`res passait en mer. Dans la dernie`re pe´riode de sa vie,
apre`s avoir eu vent de la the´orie des transformations birationnelles, il s’inte´resse a`
une classe bien particulie`re de ces transformations : celles dont le degre´ n’est pas
premier ([63]). Son cheminement l’ame`ne a` la re´solution, dans N, des deux e´quations
(en les αi) suivantes
2 :
n−1∑
i=1
i2αi = n
2 − 1 et
n−1∑
i=1
iαi = 3(n− 1)
dont il donne des e´le´ments de re´ponse dans [64, 65, 66] ; mentionnons que Ruffini
avait e´voque´ de`s 1871 l’existence d’un lien entre la the´orie des nombres et celle des
transformations birationnelles ([127, 128, 129]).
Nous nous sommes ensuite inte´resse´s a` un personnage tout aussi haut en couleur
qui a donne´ son nom au groupe des transformations birationnelles du plan projectif
complexe, dont il est largement question ici : Luigi Cremona. En 1848, aˆge´ d’a`
peine dix huit ans, il lutte pour l’inde´pendance de son pays ; e´pargne´, il sera directeur
du polytechnicum de Rome, se´nateur, vice-pre´sident du se´nat, ministre de l’instruc-
tion publique... mais avant tout mathe´maticien comme en te´moignent ses multiples
publications qui couvrent de nombreux domaines de la ge´ome´trie (de la trigonome´trie
jusqu’a` la the´orie des espaces a` plusieurs dimensions) mais aussi de l’analyse (de la
the´orie des invariants jusqu’a` celle des fonctions abe´liennes). Nous n’e´voquerons pas
tous ses travaux ! Nous renvoyons a` [104] pour un expose´ plus complet ; ici nous nous
limiterons a` parler de certains de ses me´moires sur les cubiques gauches et sur la
the´orie des transformations birationnelles. Le de´but de la carrie`re de Cremona est
quelque peu tumultueux : le gouvernement autrichien n’est pas enclin a` donner une
place a` un fervent de´fenseur de Venise ; finalement il obtient, en novembre 1855, un
poste au lyce´e de Pavie. Il inaugure, a` cette e´poque, son œuvre mathe´matique ; ses
premiers travaux s’inscrivent dans la ligne´e de ceux de ses deux maˆıtres Bordoni
et Brioschi : ils se rapportent a` la ge´ome´trie analytique e´le´mentaire et a` l’analyse
2 La premie`re e´quation traduit le fait que deux courbes homalo¨ıdales ge´ne´riques se coupent
transversalement en les points base et un unique autre point ; la seconde exprime que les courbes
homalo¨ıdales sont rationnelles.
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pure ou bien applique´e a` la ge´ome´trie ([33, 34, 35, 36, 37, 38]). La qualite´ de son
travail lui vaut une place au gymnase de Cremone de`s le 17 janvier 1857.
L’e´tude des courbes gauches occupe une place importante dans la carrie`re mathe´ma-
tique de Cremona : la se´rie de ses me´moires sur ce sujet de´bute en 1858 par
[39] et finit une vingtaine d’anne´es plus tard avec [57]. L’article [39] est consacre´
a` des the´ore`mes e´nonce´s par Chasles dans [24, 25]. La me´thode expose´e par
Cremona repose sur la remarque suivante ; e´tant donne´es quatre fonctions line´aires
inde´pendantes A, B, C, D, deux coˆnes quadratiques ayant une ge´ne´ratrice commune
peuvent se repre´senter par les deux e´quations du type suivant :
BD − C2 = 0, AC −B2 = 0 et AD −BC = 0.
Leur intersection, qu’on appelle cubique gauche, est parame´tre´e par :
(A : B : C : D) = (ω3 : ω2 : ω : 1).
La tangente au point (ω) de la courbe est alors donne´e par
A− 2ωB + ω2C = 0, B − 2ωC + ω2D = 0
et le plan osculateur par
A− 3ωB + 3ω2C − ω3D = 0.
En 1859, il comple`te son e´tude avec [40] et [41]. L’anne´e suivante, Cremona
prend connaissance des recherches sur le sujet faites par Mo¨bius, Seydewitz et
Schro¨ter ([131, 132]) ; il est alors convaincu que l’approche de ce dernier est la
plus adapte´e. Cela l’ame`ne a` publier [42] puis [45] dans lequel il expose un his-
torique de´taille´ et complet des travaux de Mo¨bius, Chasles, Cayley, Salmon,
Seydewitz, Schro¨ter ainsi que des re´sultats originaux ; en de´coule une se´rie d’ar-
ticles ([46, 47, 48, 49, 50, 51]) ou` il reste fide`le au point de vue que lui a inspire´
la lecture des me´moires de Schro¨ter. Dans son dernier travail sur les cubiques
gauches ([57]), il e´tend a` tous les espaces line´aires l’e´tude, faite par Weyr ([143])
et Darboux ([58]), de certaines courbes planes.
Durant un se´jour a` Bologne, Cremona e´tablit les bases de la the´orie des trans-
formations birationnelles du plan. Le me´moire [130] de l’astronome Schiaparelli
lui sugge`re d’e´tudier les transformations planes pour lesquelles a` chaque droite cor-
respond une droite ou une conique inscrite dans un triangle fixe. Il affirme, dans
[44], que chacune de ces transformations est, a` homographie pre`s, l’une des deux
transformations suivantes :
(ξ, η) 7→
(
ξ
ξ2 + η2
,
η
ξ2 + η2
)
ou (ξ, η) 7→
(
1
η
,
1
ξ
)
.
Attardons nous un instant sur une involution qui ressemble fort a` la seconde et
qui porte le nom d’involution de Cremona ; en carte affine elle s’e´crit σ : (x, y) 7→
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(1/x, 1/y) et en coordonne´es homoge`nes :
σ : P2(C) 99K P2(C)
(x : y : z) 7→ (yz : xz : xy).
Cette transformation est bien de´finie en dehors des points p1 = (1 : 0 : 0), p2 = (0 :
1 : 0) et p3 = (0 : 0 : 1). L’image de la droite L1 (resp. L2, resp. L3) d’e´quation
x = 0 (resp. y = 0, resp. z = 0) est le point p1 (resp. p2, resp. p3) ; comme σ est
une involution, le point pi est « envoye´ » sur la droite Li. La transformation σ induit
donc un automorphisme de P2(C)\{L1, L2, L3}. Nous pouvons e´crire3 σ comme une
compose´e d’e´clatements :
σ
p2
p1p3
ε
L3
L2
L1
η
L’image par σ d’une droite passant par l’un des pi est encore une droite passant
par pi (l’image d’une courbe C par une transformation birationnelle f de P2(C) est
l’adhe´rence de f(C \ Ind(f))) : conside´rons par exemple une droite passant par p1 ;
elle est de la forme ax + by = 0 et son image par σ du type ay + bx = 0. Enfin
remarquons que l’image d’une droite ge´ne´rique D d’e´quation ax + by + cz = 0 est
une conique passant par les pi ; en effet σ(D) s’e´crit ayz + bxz + cxy = 0. On peut
montrer, et nous y reviendrons par la suite, que toute transformation birationnelle
quadratique s’e´crit a` l’aide de l’involution de Cremona et d’e´le´ments de PGL3(C)
(voir [4, 89]).
Dans ce meˆme article Schiaparelli affirme que les seules transformations uni-
voques entre les points de deux plans sont celles ou` aux droites du plan corres-
pondent des droites ou des coniques circonscrites a` un triangle fixe ; or Magnus
([105]) et De Jonquie`res ([61, 62, 87]) en ont exhibe´ d’autres. Il semble que
Cremona ignorait l’existence de ces travaux mais il informe Schiaparelli que
la compose´e de transformations line´aires ou quadratiques est en ge´ne´ral plus com-
plique´e que les transformations intervenant dans cette composition ; cette remarque
le conduit a` chercher toutes les transformations birationnelles entre deux plans. Pour
3 Notons que cette de´composition en suites d’e´clatements n’est pas spe´cifique a` σ mais valable
pour toute transformation birationnelle propre, c’est le the´ore`me de Zariski.
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mener a` bien cette e´tude il s’appuie sur le fait suivant : pour une telle transforma-
tion, aux droites d’un des plans conside´re´s correspond dans l’autre une famille a`
deux parame`tres de courbes rationnelles de degre´ n, formant un re´seau tel que deux
quelconques de ces courbes n’aient qu’un point d’intersection « mobile » (i.e. n’ap-
partenant pas a` toutes). Par conse´quent si ces courbes comptent xi points communs
a` toutes, de multiplicite´ i, les deux relations suivantes sont satisfaites4 :
(1)
n−1∑
i=1
i2xi = n
2 − 1 et
n−1∑
i=1
i(i− 1)
2
xi =
(n− 1)(n− 2)
2
.
A` toute transformation birationnelle du plan correspond une solution de (1). Cre-
mona remarque que pour toute valeur n il existe au moins une transformation bira-
tionnelle de degre´ n satisfaisant (1) ; il s’agit d’une transformation de Jonquie`res,
celle associe´e a` :
x1 = 2(n− 1), x2 = . . . = xn−2 = 0 et xn−1 = 1.
Quelques anne´es plus tard, apre`s avoir approfondi certaines questions relatives
aux courbes du plan ([52]), Cremona propose d’autres ide´es originales ([53, 54,
55]) ; en particulier il ge´ne´ralise la me´thode que De Jonquie`res avait donne´e, pour
engendrer des courbes gauches d’ordre quelconque.
Parmi les pionniers de la the´orie des transformations birationnelles, on compte
aussi Max Nœther ; en effet l’un des the´ore`mes incontournables concernant le
groupe de Cremona porte son nom :
The´ore`me 1 (Nœther). Le groupe Bir(P2(C)) est engendre´ par l’involution
de Cremona σ : (x : y : z) 7→ (yz : xz : xy) et Aut(P2(C)) = PGL3(C).
Nous n’allons pas, ici, e´voquer la vie et l’œuvre de cet illustre mathe´maticien mais
donner une partie de la correspondance qu’il entretenait avec Cremona (voir [112]).
Il semble que Nœther remarque le premier les similitudes entres ses travaux et ceux
de Cremona dans une lettre retrouve´e au Castelnuovo Institute of Mathematics
(Rome) :
“Obviously I couldn’t be less surprised than you at the remarkable coin-
cidence of the most recent geometric works of both of us in relation not
only to the subject but also to the smaller details of the explanations.
I can only say how happy I am that my ideas coincide with those of a
recognized authority, whom I esteem much.”
4 Ces deux e´quations sont les meˆmes que celles conside´re´es par De Jonquie`res (voir page
12).
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Cremona souligne aussi le fait que ses ide´es et celles de Nœther sont tre`s proches :
“I would like to take this opportunity to add another quotation to those
given at the beginning of my first Note. It is from a new paper by
Mr. Nœther entitled “Ueber die eindeutigen Raumtransformatio-
nen” [Mathematische Annalen 3 (1871), 547], of which I received a
copy on 7 May. In Mr. Nœther’s paper and in my Note “Ueber die
Abbildung algebraischer Fla¨chen” [Go¨ttingische Nachrichten (May 3,
1871)], which deal with the same subject (the application of third level
transformations to representations of algebraic surfaces), which were
published practically on the same day, the reader will find the most
singular coincidences, even in the minutest details. This should not
come as a surprise to anyone, and it is a source of great satisfaction
to me: particularly since it was the excellent research work conducted
by Mr. Nœther, and set out in his previous works, that led me to
take up these studies again, and which taken together with the results
I had already obtained for plane figures, eventually led me to complete
the general transformations in space, the purpose of this and the First
Note (4 May) communicated to R. Istituto.”
De nombreuses lettres concernant l’article dont il est question ici sont e´change´es
par Nœther et Cremona. Dans l’une d’elles, date´e du 16 juin 1871, Nœther
e´met une premie`re objection a` la preuve d’un des re´sultats de Cremona : la liste
d’exemples, sur laquelle s’appuie la de´monstration, est incomple`te.
“If this note pretends to give a complete list with respect to the oma-
loidical systems which originate from the general surfaces of the 3rd
order, I miss a transformation that sometimes I met, but that probably
you have noted yourself in the meantime.”
Il semble toutefois que Cremona ne pre´tend pas que sa liste soit exhaustive puisqu’a-
pre`s avoir donne´ celle-ci il e´crit :
“I think that these examples are now sufficient to prove my assump-
tion.”
Dans les deux plis suivants, Nœther explique a` Cremona ses doutes quant a` sa
de´monstration et lui demande des explications :
“You would perhaps be so kind as to give me an explanation, if I
correctly understood your conclusion, if you motivated more precisely
this coincidence, or if you undertook a direct determination. Also
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the statement at the end of your note, that a line R lies 4r times in
the Jacobian, I cannot motivate completely (if not in the way of the
analogous results in paragraph 1 of my treatise on spatial transf.)”
Le 12 septembre 1871, Nœther remercie Cremona pour sa re´ponse du 20 aouˆt
mais semble toujours insatisfait des arguments avance´s par celui-ci :
“Perhaps it is only a personal fact that I am in this case not completely
satisfied with the indirect way in which you deduce the facts about the
behavior of the Jacobian, a way which is actually completely sufficient
for explaining the result and which can often be considered also as
satisfying just as it is; for at the time I posed my question I hoped to
find a direct insight into the behavior of the surface which corresponds
to a higher contact point with respect to the Jacobian, without reaching
my aim.”
Ces dernie`res lettres sugge`rent un certain de´saccord entre les deux protagonistes...
Tout au long de sa carrie`re, Cremona a cultive´ son mode de pense´e atypique : dans
un de ses articles, afin de ne pas masquer le phe´nome`ne ge´ome´trique qu’il examine,
il de´crit et « compte » les intersections des courbes et surfaces alge´briques au lieu
de re´soudre un syste`me d’e´quations. L’intuition ge´ome´trique des re´sultats prime
parfois sur la rigueur ce que n’approuvent pas ses confre`res ; bon nombre d’entre
eux ressentent le besoin de rede´montrer certains de ses the´ore`mes. Ce sentiment
transparait tre`s bien lorsque, lors d’un hommage a` Cremona en 1904, Nœther
commente [43] :
“From today’s point of view we note the algebraic foundation, which
does not correspond to the purity of the method of synthetic geometry.
And in the same way one misses the rigor, which we have now the
right to pretend from the definitions and demonstrations, especially for
the configuration theorems, both from the algebraic and the geometric
point of view; but Cremona, who had had this intention for a long
time, could not decide on a second draft of the book, for it would have
meant exactly a completely new reorganization; and a further try for
a substitution has not been made. Nevertheless, contemporary Italian
science would especially be able to give to geometry analogous work,
which would take account of the great progress of the last 40 years on
sure bases, which alone could guarantee it an everlasting utility. For
Cremona’s work has the historical merit of having established, with
his methods and conceptions, the contact of pure geometry with the a-
nalytical-geometrical development which had emerged through the work
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of Plu¨ckler, Hesse and Clebsch, of Salmon and Cayley”
([120]).
Bien que cette re´flexion fasse re´fe´rence a` un travail bien pre´cis de Cremona, il
refle`te ce que pense Nœther de l’ensemble de son œuvre ; il ne partage pas son
approche et conside`re que la sienne, plus alge´brique, est plus rigoureuse. Ne´anmoins
il reconnaˆıt que le point de vue ge´ome´trique de Cremona est tre`s riche ; il dit a`
propos de [56] :
“Here again Cremona’s observations obviously are lacking in purity
and foundational rigor; but they are also stimulating at a higher level
because they can be translated into algebraic form, generally without
any effort. Only a few deeper studies result in more difficult conse-
quences through analytical means” ([120]).
2. GROUPES DE CREMONA ET D’AUTOMORPHISMES POLYNOMIAUX DE C2
2.1. Groupe de Cremona. Revenons quelques instants sur le The´ore`me 1 qui
affirme que toute transformation birationnelle s’e´crit comme la compose´e d’e´le´ments
de PGL3(C) et de l’involution de Cremona ; ce re´sultat peut aussi s’e´noncer de la
manie`re suivante : toute transformation birationnelle de P2(C) se de´compose en un
produit de transformations quadratiques modulo un e´le´ment de PGL3(C).
La possibilite´ d’e´crire toute transformation birationnelle comme compose´e de
transformations quadratiques est d’abord e´voque´e par Clifford ([27]) en 1869 ; il
propose une de´monstration pour toute transformation de degre´ infe´rieur ou e´gal a`
8. En 1870, Nœther prouve que si f est une transformation birationnelle de degre´
n qui admet au moins trois points d’inde´termination p1, p2, p3 de multiplicite´ res-
pectivement ν1, ν2, ν3, alors ν1 + ν2 + ν3 > n (ine´galite´ de Nœther). Il conside`re la
transformation quadratique q admettant pour points base p1, p2, p3 et constate que
f ◦ q−1 est de degre´ strictement infe´rieur au degre´ de f (voir [117, 118]). Sa preuve
est correcte lorsque les pi sont en position ge´ne´rale ; mais, en 1872, il s’aperc¸oit
qu’elle est incorrecte lorsque p2 et p3 sont dans le premier mais pas tous deux dans
le second voisinage infinite´simal5 de p1. Il re´ussit a` traiter ce dernier cas dans [119].
En 1901, Segre exhibe un exemple ou` la me´thode de Nœther ne s’applique pas :
la transformation (xy2 : y3 : y2z+x3) (voir [89], chapitres VI. II. 16 et VIII, [133]) ;
5 Soient S une surface et p un point de S. Le diviseur exceptionnel E obtenu en e´clatant p est
appele´ premier voisinage infinite´simal de p et les points de E sont dits infiniment proches
de p. Le n-ie`me voisinage infinite´simal de p est l’ensemble des points contenus dans le premier
voisinage d’un certain point du (n − 1)-ie`me voisinage infinite´simal de p. Lorsque qu’on souhaite
distinguer les points de S des points infiniment proches on appelle points propres les points de
S.
2. GROUPES DE CREMONA ET D’AUTOMORPHISMES POLYNOMIAUX DE C2 19
il semble qu’a` l’annonce de cette nouvelle, Nœther e´clata en sanglots ([30], livre
IV, chapitre VI). Dans [134], Segre propose une autre de´monstration du the´ore`me
de Nœther. La meˆme anne´e Castelnuovo de´montre d’une part que toute appli-
cation birationnelle s’e´crit, a` transformation line´aire pre`s, comme la compose´e de
transformations de Jonquie`res et d’autre part que toute transformation de Jon-
quie`res se de´compose en transformations quadratiques ([21]). En 1916, Alexan-
der e´met des objections vis a` vis de la de´marche de Castelnuovo et propose,
dans [5], une preuve du the´ore`me sensiblement diffe´rente : a` toute transformation
birationnelle f on peut associer un couple d’invariants c(f) et trouver une transfor-
mation quadratique q telle que c(f ◦ q) < c(f) ; cette strate´gie est reprise en 1965
(voir [1]). Hudson donne, en 1927, une variante de la de´monstration de Segre qui
consiste a` composer une transformation de Jonquie`res avec quatre transformations
quadratiques bien choisies ([89]) ; le degre´ de la transformation obtenue est alors
strictement infe´rieur au degre´ de f . Cette me´thode comporte une erreur, courante a`
cette e´poque : la confusion entre r points au voisinage d’un point d’inde´termination
propre et un point de multiplicite´ r infiniment proche d’un point d’inde´termination
propre. En 1939 Jung propose une preuve ([94]) que Nagata pre´cise et ame´liore
dans les anne´es 60 (voir [114]). En 2002 Alberich-Carramin˜ana rede´montre ce
re´sultat en utilisant aussi une de´composition faisant intervenir les transformations
de Jonquie`res ([4]) ; sa de´monstration est beaucoup plus compacte que celle de
Castelnuovo en partie parce qu’elle re´ussit a` de´terminer les conditions pour que le
syste`me line´aire forme´ de toutes les courbes d’un degre´ fixe´ passant par un « weigh-
ted cluster »6 donne´ de´finisse une transformation birationnelle du plan projectif
complexe ([4], the´ore`me 8.1.2). Sa de´marche permet aussi de re´futer les objections
d’Alexander vis a` vis de la preuve de Castelnuovo.
On retrouve le the´ore`me de Nœther en appliquant le programme de Sarki-
sov aux surfaces rationnelles ([28, 32, 109]). Cette dernie`re approche semble tre`s
inte´ressante ; elle permet, entre autres, a` Ronga et Vust d’obtenir le re´sultat sui-
vant : le groupe des transformations birationnelles du plan projectif re´el qui sont des
diffe´omorphismes de P2(R) est engendre´ par PGL3(R) et certaines transformations
de degre´ 5 ayant pour points base trois paires de points complexes conjugue´s ([126]).
Remarquons que le the´ore`me de Nœther est particulier a` la dimension 2. En
1999, Pan de´montre le re´sultat suivant : soit n ≥ 3 ; tout ensemble de ge´ne´rateurs
de Bir(Pn(C)) doit contenir un nombre infini et non de´nombrable de transformations
6 Soient S une surface et p, q deux points de S propres ou infiniment proches. On dit que p
pre´ce`de q si q est infiniment proche de p. Un « cluster » sur une surface S est un ensemble K
de points propres et infiniment proches tel que pour tout point p de K donne´ K contienne les
points pre´ce´dents p. Un « weighted cluster » est un couple (K, µ) ou` K de´signe un « cluster » et
µ : K → Z une application.
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de degre´ strictement supe´rieur a` 1 (voir [121]). Hudson avait e´nonce´ dans [89] un
re´sultat qui allait dans ce sens pour n = 3.
Le The´ore`me de Nœther est valable seulement pour un corps alge´briquement
clos. Kantor donne, en 1889, un syste`me de ge´ne´rateurs lorsque k = Q (voir [97,
98]) ; en 1992, Iskovskikh simplifie le re´sultat de Kantor : le groupe Bir(P2(Q))
est engendre´ par PGL3(Q) et seize transformations birationnelles ad-hoc ([91]).
L’anne´e suivante, Iskovskikh, Kabdykairov et Tregub donnent, dans [92] et
[93], un syste`me de ge´ne´rateurs et de relations du groupe Bir(P2(k)) pour un corps
parfait k.
Presque un sie`cle apre`s l’e´nonce´ du the´ore`me de ge´ne´ration du groupe de Cre-
mona, deux auteurs en particulier se sont inte´resse´s a` ses relations. En 1982 Gi-
zatullin montre, en s’appuyant sur le fait que PGL3(C) et les transformations
quadratiques engendrent Bir(P2(C)), que toute relation entre transformations qua-
dratiques se de´duit d’une relation de la forme g1g2g3 = id ; il obtient ce re´sultat
via l’e´tude des proprie´te´s topologiques de certains graphes associe´s aux surfaces ra-
tionnelles ([85]). Un an plus tard Iskovskikh adopte un point de vue diffe´rent :
il conside`re le groupe de Cremona comme le groupe des transformations bira-
tionnelles de P1(C)× P1(C) et prend pour syste`me de ge´ne´rateurs des applications
dites e´le´mentaires et les automorphismes bire´guliers ; cela lui permet d’obtenir un
syste`me de relations simple. Tout groupe maximal de transformations birationnelles
qui pre´servent une fibration rationnelle donne´e est birationnellement conjugue´ au
groupe de Jonquie`res, groupe des transformations birationnelles qui laissent la
fibration y = cte invariante. Notons J le groupe de Jonquie`res ; remarquons qu’il
est isomorphe au produit semi-direct PGL2(C(y)) o PGL2(C).
The´ore`me 2 ([90]). Le groupe de Cremona est engendre´ par le groupe de
Jonquie`res et l’involution η : (u, v) 7→ (v, u). Un syste`me de relations est donne´
par :
– η2 = id ;
– η(f, g)η = (g, f) pour tout (f, g) dans PGL2(C)× PGL2(C) ;
– la relation (eη)3 = ( 1
u
, 1
v
) ou` e : (u, v) 7→ ( v
u
, v).
Une autre part importante de la compre´hension du groupe de Cremona repose
sur la classification, a` conjugaison pre`s, des e´le´ments d’ordre premier dans ce groupe.
Cette e´tude commence en 1877 avec les travaux de Bertini sur les involutions bi-
rationnelles ([13]) ; introduisons l’involution de Bertini : conside´rons l’ensemble
Σ des sextiques ayant huit points doubles O1, . . ., O8 donne´s. Fixons un point m ; le
pinceau des sextiques de Σ ayant un point double en m contient un dixie`me point
base double m′. L’involution de Bertini est la transformation qui a` m associe m′.
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Dans le meˆme esprit, de´finissons aussi l’involution de Geizer : conside´rons l’en-
semble Σ des cubiques passant par sept points donne´s O1, . . ., O7. Fixons un point
m ; le pinceau de cubiques de Σ passant par m posse`de un neuvie`me point base note´
m′. L’involution de Geizer est la transformation qui a` m associe le point m′ ainsi
construit. Une liste comple`te d’environ soixante repre´sentants des classes de conju-
gaison de tous les sous-groupes finis de Bir(P2(C)) est donne´e par Kantor en 1895
(voir [96]) et corrige´e par Wiman l’anne´e d’apre`s ([145]) ; a` partir de cette classifi-
cation il constate que toute transformation d’ordre premier p ≥ 7 est conjugue´e a` un
e´le´ment de PGL3(C). Ne´anmoins cette liste est redondante : elle comporte de nom-
breux groupes conjugue´s. L’e´tude des sous-groupes finis du groupe de Cremona est
intimement lie´e a` la de´termination des groupes d’automorphismes des surfaces ra-
tionnelles. En effet, chaque sous-groupe fini G de Bir(P2(C)) peut eˆtre re´alise´ comme
groupe d’automorphismes bire´guliers d’une surface rationnelle X ; deux groupes G
et G′ sont conjugue´s si et seulement si (X,G) et (X ′, G′) sont birationnellement
e´quivalents. En 1967, Manin classifie a` conjugaison pre`s les G-surfaces rationnelles
minimales (X,G), le groupe G e´tant fini : il y a le plan, les fibre´s en coniques,
les surfaces X de del Pezzo7 telles que Pic(X)G soit isomorphe a` Z (voir [107]).
En suivant une suggestion de Mori ([26]), Bayle et Beauville rede´montrent,
en 2000, que toute involution non triviale est conjugue´e a` une involution de Jon-
quie`res de degre´ d ≥ 2, une involution de Bertini ou une involution de Geizer
([10]). En 2001 Zhang reprend leur de´marche pour les automorphismes biration-
nels d’ordre premier p ≥ 3 ; il obtient qu’un tel e´le´ment est non line´aire uniquement
si p = 3 ou 5 et donne une description de ceux-ci ([148]). Dans [60] de Fernex
montre aussi que tout e´le´ment d’ordre 3 (resp. 5) est conjugue´ a` un automorphisme
line´aire ou a` un automorphisme d’une surface de del Pezzo G-minimale de degre´
1 ou 3 (resp. 1 ou 5). Il donne quatre exemples explicites de G-surfaces minimales
de del Pezzo (X,G) de degre´ 1 et 3 (resp. 1 et 5) ou` G est un groupe cyclique
d’ordre 3 (resp. 5) ; enfin il prouve que tout e´le´ment d’ordre 3 ou 5 non conjugue´ a`
une transformation line´aire est re´alise´ sur « cette » surface. En 2005 Beauville et
Blanc comple`tent la classification, a` conjugaison pre`s, des e´le´ments d’ordre premier
dans le groupe de Cremona ([11]) : tout automorphisme d’ordre 5 d’une surface
S de del Pezzo de degre´ 5 est conjugue´, via une transformation birationnelle de
S dans P2(C), a` un automorphisme de P2(C). Re´cemment Beauville a donne´ une
liste non redondante des sous-groupes de Bir(P2(C)) isomorphes a` (Z/pZ)r pour p
premier ([12]).
7 Une surface de del Pezzo est une surface lisse dont le fibre´ anticanonique est ample.
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2.2. Groupe des automorphismes polynomiaux de C2. Apre`s avoir conside´re´ le
groupe de Cremona, introduisons le groupe Aut[C2] des automorphismes polyno-
miaux du plan complexe. Notons
A := {(x, y) 7→ (a1x + b1y + c1, a2x+ b2y + c2) | ai, bi, ci ∈ C, a1b2 − a2b1 6= 0}
le groupe des automorphismes affines de C2 et
E := {(x, y) 7→ (αx+ P (y), βy + γ) | α, β ∈ C∗, γ ∈ C, P ∈ C[y]}
le groupe constitue´ des automorphismes qui pre´servent le pinceau des droites y =
cte ; le groupe E est le groupe e´le´mentaire et ses e´le´ments sont appele´s automor-
phismes e´le´mentaires. Posons S := A∩ E. En 1942, Jung de´montre un the´ore`me
de structure pour le groupe Aut[C2] :
The´ore`me 3 (Jung, [95]). Le groupe des automorphismes polynomiaux de C2
est engendre´ par les automorphismes e´le´mentaires et affines.
En 1953, Van der Kulk pre´cise ce re´sultat :
The´ore`me 4 (Van der Kulk, [39]). Soit K un corps. Le groupe des au-
tomorphismes polynomiaux de K2 est engendre´ par les automorphismes affines et
e´le´mentaires a` coefficients dans K ; de plus, Aut[K2] est le produit amalgame´ de ces
deux groupes.
Depuis de nombreuses preuves ont e´te´ propose´es ; la plupart reposent sur l’ide´e
suivante : e´tant donne´ un automorphisme g, on peut faire baisser le degre´ de g en
le composant par un automorphisme affine puis un automorphisme e´le´mentaire bien
choisis. En 1958, Engel suit la de´marche suivante : il prolonge g en une transforma-
tion birationnelle et conside`re la courbe C pre´image par g d’une droite ge´ne´rique ;
l’e´tude de la singularite´ de C a` l’infini lui permet d’obtenir des informations sur
le degre´ de g (voir [74]). Gutwirth reprend cette de´monstration en 1961 dans
[88]. Quelques anne´es plus tard, dans le but de donner une preuve valable pour
tout corps, Makar-Limanov aborde le proble`me sous un angle alge´brique ([106]) ;
cette approche est simplifie´e par Dicks en 1983 (voir [70]) et pre´cise´e par Cohn
deux ans plus tard ([29]). En 1972, Nagata adopte, dans [115], un point de vue
plus ge´ome´trique.
De nombreux mathe´maticiens ont obtenu le the´ore`me de Jung a` partir d’autres
pre´occupations. Rentschler montre, en 1968, que toute repre´sentation alge´brique
de (C,+) dans Aut[C2] est donne´e, a` conjugaison pre`s, par un flot d’automorphismes
e´le´mentaires et en de´duit le the´ore`me de Jung ([124]). En 1975, Abhyankar et
Moh ([2]) montrent que deux plongements alge´briques bire´guliers de C dans C2
diffe`rent d’un automorphisme de C2 ; le the´ore`me de Jung en est un corollaire.
Signalons que l’on peut trouver, dans [109], une preuve du the´ore`me de Jung a`
partir de la the´orie de Mori.
2. GROUPES DE CREMONA ET D’AUTOMORPHISMES POLYNOMIAUX DE C2 23
Pour finir remarquons que certains auteurs conside`rent le the´ore`me de Jung
comme un re´sultat de ge´ome´trie birationnelle puisque tout automorphisme polyno-
mial de C2 peut se prolonger en une transformation birationnelle du plan projectif
complexe. C’est ainsi qu’en 1944, Keller affirme, dans [99], qu’il est certaine-
ment possible de donner une preuve simplifie´e du the´ore`me de Jung a` partir des
re´sultats connus sur les transformations birationnelles. En 1966, Shafarevich est
plus pre´cis : la de´monstration du the´ore`me de Jung pourrait eˆtre obtenue a` partir
du the´ore`me de Zariski, the´ore`me de structure des transformations birationnelles
propres du plan projectif complexe ([137]). Le premier, semble-t-il, a` avoir vraiment
adopte´ ce point de vue est Lamy en 2002 : soient f un automorphisme polyno-
mial de C2 et f˜ la transformation birationnelle induite par f ; en s’appuyant sur
le the´ore`me de Zariski, Lamy montre le the´ore`me de Jung par re´currence sur le
nombre de points d’inde´termination de f˜ (voir [101]).
D’apre`s la the´orie de Bass-Serre ([135]), a` tout produit amalgame´ peut eˆtre
associe´ canoniquement un arbre T ; rappelons rapidement cette construction pour
le groupe Aut[C2]. L’ensemble des sommets de T est l’union disjointe des classes
a` gauche (Aut[C2])/A et (Aut[C2])/E, celui des areˆtes l’union disjointe des classes
a` gauche (Aut[C2])/S ; pour tout automorphisme polynomial f , l’areˆte fS relie les
sommets fA et fE. Nous avons ainsi construit un graphe T ; dire que A et E sont
amalgame´s le long de S revient a` dire que T est un arbre ([135]). A` isomorphisme
pre`s c’est le seul arbre a` ve´rifier la proprie´te´ suivante : il existe une action de Aut[C2]
sur T tel que le domaine fondamental de cette action soit une areˆte avec ses deux
sommets dont les stabilisateurs sont E et A (le stabilisateur de ce segment est donc
S). Cette action est en fait la translation a` gauche ; soient f et g dans Aut[C2], nous
avons :
f.(g.E) = (f ◦ g).E.
A` partir de cette action de Aut[C2] sur T , Lamy de´crit, dans [100], les proprie´te´s
de certains sous-groupes de Aut[C2] et e´tablit, en particulier, l’alternative de Tits.
Nous ne savons pas si le groupe de Cremona posse`de une telle proprie´te´ ce qui
explique la diffe´rence des techniques utilise´es dans les Chapitres 1 et 2. A` partir
du The´ore`me 2, Wright reformule le the´ore`me de Nœther en terme de produit
amalgame´ ([147]). Avant d’e´noncer ce re´sultat, introduisons quelques notations.
Identifions l’e´le´ment ((
a c
b d
)
,
(
α γ
β δ
))
de PGL2(C)×PGL2(C) avec la transformation birationnelle (x, y) 7→
(
ax+b
cx+d
, αy+β
γy+δ
)
;
il est alors possible de voir
Aut(P1(C)× P1(C)) = (PGL2(C)× PGL2(C)) o ((x, y) 7→ (y, x))
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comme un sous-groupe de Bir(P2(C)).
The´ore`me 5 ([147]). Le groupe de Cremona est le produit libre des groupes
PGL3(C), J et Aut(P
1(C)×P1(C)) amalgame´ le long de PGL3(C)∩Aut(P1(C)×P1(C)),
PGL3(C) ∩ J et Aut(P1(C)× P1(C)) ∩ J.
Wright montre que cette structure peut eˆtre retrouve´e a` partir de l’action de
Bir(P2(C)) sur un complexe simplicial C de dimension 2 dont les sommets sont
certains mode`les (i.e. ensembles d’anneaux locaux de sche´mas bien particuliers)
dans le corps des fonctions C(x, y). On peut choisir comme domaine fondamental
de cette action la face suivante
S R
V
ou` S = P2(C), V = P1(C)×P1(C) et R = P1(C) ; les stabilisateurs de S, V et R sont
respectivement PGL3(C), Aut(P
1(C)×P1(C)) et J. Il constate aussi que le complexe
simplicial C contient l’arbre T : le domaine fondamental
S R
V
contient
S R
qui est un domaine fondamental de T .
Le groupe Bir(P2(C)) ne se plonge pas dans GLn(K) ou` K de´signe un corps
de caracte´ristique nulle ([22]). Rappelons l’e´nonce´ suivant attribue´ a` Birkhoff :
soient K un corps de caracte´ristique nulle et A, B, C trois e´le´ments de GLn(K)
satisfaisant [A,B] = C, [A,C] = [B,C] = Cp = Id avec p premier ; alors p ≤ n. Soit
ρ un morphisme injectif de Bir(P2(C)) dans GLn(K). Pour tout nombre premier p
conside´rons le groupe 〈(exp(−2ipi/p)x, y), (x, xy), (x, exp(2ipi/p)y)〉. Les images par
ρ des trois ge´ne´rateurs satisfont le lemme de Birkhoff donc p ≤ n ; ceci e´tant
valable pour tout premier p, nous obtenons le re´sultat annonce´.
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2.3. Quelques travaux re´cents. ([19, 72]). Soit f : P2(C) 99K P2(C) la transfor-
mation de´finie par
(x : y : z) 7→ ((αx + y)z : βy(x+ z) : z(x + z)).
Elle agit sur le second groupe de cohomologie de P2(C) et de´termine une application
line´aire f ∗ de H2(P2(C),Z) ' Z dans lui-meˆme ; f ∗ est la multiplication par le degre´
de f , ici 2. En composant f avec elle-meˆme, nous obtenons
f 2 : (x : y : z) 7→ (x(α2z+βy)+(α+β)yz : β2y(z+(1+α)x+y) : z(z+(1+α)x+y)).
Nous avons donc deg (f 2) = deg (f)2 − 2 ; l’application f 7→ f ∗ n’est pas un mor-
phisme. Lors du calcul de f 2 nous avons pu « factoriser » par z(x+ z) ; ceci traduit,
entre autres, le phe´nome`ne ge´ome´trique suivant : la droite d’e´quation z = 0 est
contracte´e sur (0 : 1 : 0) qui est un point d’inde´termination de f . Fornaess et
Sibony ont donc introduit la notion suivante : f est alge´briquement stable si
l’une des proprie´te´s suivantes est ve´rifie´e
– (fn)∗ = (f ∗)n ∀ n ≥ 0 ;
– il n’existe pas de courbe V de S telle que fn(V ) soit un point d’inde´termination
de f pour un certain n.
Diller et Favre montrent que pour toute transformation birationnelle f d’une
surface compacte S dans elle-meˆme, il existe une modification propre ε : S ′ → S
telle que ε−1fε soit alge´briquement stable ([72], the´ore`me 0.1). Supposons que S
soit Ka¨hler et que f soit alge´briquement stable ; soit ‖.‖ une norme sur H2(S,R).
La croissance de (‖(fn)∗‖)n est un invariant birationnel et (‖(fn)∗‖)n est borne´e, a`
croissance line´aire, quadratique ou exponentielle ([72], corollaire 1.16 et the´ore`me
0.2). Les trois premie`res e´ventualite´s correspondent au cas ou` f est de premier
degre´ dynamique 1, cas que nous sommes amene´s a` rencontrer et qu’ils de´crivent :
a` conjugaison pre`s
– ou bien f est un automorphisme virtuellement isotope a` l’identite´ ;
– ou bien f pre´serve une unique fibration rationnelle ou elliptique.
Ils e´tudient aussi le cas ou` λ(f) > 1.
Les feuilletages F holomorphes singuliers sur une surface complexe, compacte et
projective S ont e´te´ classe´s a` e´quivalence birationnelle pre`s par Brunella, Mc-
Quillan et Mendes ([15, 110, 111]). Notons Bir(S,F) (resp. Aut(S,F)) le groupe
des transformations birationnelles (resp. biholomorphes) de S qui pre´servent F .
Ge´ne´riquement Bir(S,F) co¨ıncide avec Aut(S,F) et est fini. Cantat et Favre se
proposent d’e´tudier les feuilletages qui ne ve´rifient pas cette philosophie (voir [19]).
Ils obtiennent 5 classes de feuilletages :
– F est invariant par un champ de vecteurs holomorphe ;
– F est une fibration elliptique ;
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– S est une surface de Kummer ge´ne´ralise´e et F est la projection sur S du
feuilletage stable ou instable d’un certain automorphisme d’Anosov ;
– F est une fibration rationnelle ;
– il existe des entiers p, q, r et s tels qu’a` reveˆtement pre`s nous ayons
Bir(S,F) = {(xpyq, xrys), (αx, βy) | α, β ∈ C∗}.
Ge´ne´riquement une applicaton bime´romorphe qui laisse un feuilletage invariant
pre´serve un pinceau de courbes rationnelles ou elliptiques ; Cantat et Favre de´cri-
vent les transformations birationnelles dont la dynamique n’est pas triviale et qui
ne satisfont pas cette « ge´ne´ralite´ ».
3. RE´SULTATS PRINCIPAUX
Dans la dernie`re partie de cette introduction nous allons exposer les re´sultats
nouveaux de cette the`se. Rappelons d’abord la conception de la ge´ome´trie de Klein :
“Klein, in his 1872 Erlanger Programme, defined geometry as the
study of those properties of figures that remain invariant under a
particular group of transformations. [...] “Invariance” and “group”
are the unifying concepts in Klein’s Erlanger Programme. Groups
of transformations had been used in geometry for many years, but
Klein’s originality consisted in reversing the roles, in making the
group the primary object of interest and letting it operate on various
geometries, looking for invariants.” ([86])
“Gradually mathematicians came to realize that the way to classify
transformations was by a study of the group, without paying much
attention to the sort of objects which were transformed, or how these
were affected. This point of view was set forth in words of flame in the
inaugural dissertation of the greatest synthesist that geometry has ever
known, Felix Klein. [...] Klein states the relation of transformation
to group in about this way :
a. Here is a group of transformations. What are the invariants ?
What numbers and what geometrical relations are unaltered by the
transformations of this group ?
b. What group of transformations will keep this or that geome-
trical relation unaltered ?” ([31])
Dans cet esprit de nombreux auteurs ont e´tudie´ les automorphismes des groupes ;
dans le cas des groupes « classiques » on pourra consulter le livre de Dieudonne´
([71]). Par exemple, nous avons le :
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The´ore`me 6 ([71]). Le groupe d’automorphismes de l’espace projectif Pn(C)
co¨ıncide avec PGLn+1(C) ; les automorphismes de PGLn+1(C) sont engendre´s par les
automorphismes inte´rieurs, la contragre´diente u 7→ tu−1 et les automorphismes du
corps C.
Ce the´ore`me est « ge´ome´trique ». En effet, soient E un espace vectoriel sur un corps
K et τ un automorphisme du corps K. Une colline´ation (relative a` τ) est une
application semi-line´aire bijective ` : E → E satisfaisant
– `(x+ y) = `(x) + `(y) ∀ x, y ∈ E ;
– `(xλ) = `(x)τ(λ) ∀ x ∈ E, ∀ λ ∈ K.
Une colline´ation donne, par passage au quotient, une application bijective ` de P(E)
dans lui-meˆme. Notons que les colline´ations sont pre´cise´ment les transformations
bijectives qui respectent les « relations d’incidence ». Le the´ore`me fondamental de
la ge´ome´trie projective s’e´nonce comme suit.
The´ore`me 7 ([71]). Soit E un espace vectoriel de dimension n sur un corps K.
Soit f une application bijective de P(E) dans lui-meˆme qui pre´serve l’alignement.
Si n ≥ 3, nous avons f = ` ou` ` de´signe une colline´ation relative a` un certain
automorphisme de corps.
La de´monstration du The´ore`me 6 pre´sente´e par Dieudonne´ repose sur le fait que
tout automorphisme de PGLn+1(C) provient par passage au quotient d’un auto-
morphisme de GLn+1(C) et sur l’e´tude de certains e´le´ments de GLn+1(C) d’ordre 2,
les « involutions extre´males ». Ce re´sultat peut eˆtre retrouve´ en e´tudiant les sous-
groupes abe´liens et re´solubles maximaux de GLn+1(C).
En 1963, Whittaker montre que tout isomorphisme entre les groupes d’home´o-
morphismes de deux varie´te´s topologiques connexes est induit par un home´omorphi-
sme entre les varie´te´s elles-meˆmes ([144]) ; Fine et Schweigert ([79]), Wechsler
([142]), Gerstenhaber ([82]) avaient de´ja` obtenu des re´sultats dans ce sens dans
les anne´es 50. En 1982, Filipkiewicz propose un re´sultat semblable pour les varie´te´s
diffe´rentiables ; si M est une varie´te´ de classe Ck, notons Diffk(M) le groupe des
diffe´omorphismes de classe Ck sur M .
The´ore`me 8 ([78]). Soient M et N deux varie´te´s re´elles connexes respecti-
vement de classe Ck et Cj. Si ϕ : Diffk(M) → Diffj(N) est un isomorphisme de
groupes, alors k = j et il existe un diffe´omorphisme ψ : M → N de classe Ck tel
que, pour tout f dans Diffk(M), on ait :
ϕ(f) = ψfψ−1.
Filipkiewicz reprend l’ide´e de Whittaker : il montre qu’un isomorphisme de
groupes ϕ induit une bijection ψ entre les stabilisateurs de points de M et ceux de
N . D’apre`s un re´sultat de Takens, si j = k = ∞, alors ψ est un C∞-diffe´omorphisme
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([139]) ; dans le cas ge´ne´ral, Filipkiewicz utilise un re´sultat de Mongtgomery
et Zippin sur les groupes de Lie agissant par diffe´omorphismes sur les varie´te´s
pour montrer que k = j et que ψ est un Ck-diffe´omorphisme ([113]). Nous ren-
voyons a` [7, 8, 9] pour des re´sultats analogues dans diffe´rents contextes (groupes
des diffe´omorphismes qui pre´servent une forme volume, une forme de contact ou une
forme symplectique mais aussi groupes d’home´omorphismes de varie´te´ connexe lisse
pre´servant une « bonne »8 mesure de Radon).
Si M est une surface de Riemann de genre supe´rieur ou e´gal a` 2, alors le groupe
des diffe´omorphismes qui pre´servent la structure complexe est fini. Il n’y a dans
ce cadre aucun espoir d’obtenir une variante du the´ore`me de Filipkiewicz. Plus
ge´ne´ralement siM est une varie´te´ complexe compacte de type ge´ne´ral, alors le groupe
d’automorphismes de M est fini et souvent il est trivial. A` l’oppose´ conside´rons un
exemple de varie´te´ homoge`ne. Le groupe d’automorphismes du tore C/Γ est, pour
tout re´seau Γ ge´ne´rique, le produit semi-direct C/Γ o Z/2Z ; ces groupes sont donc
tous isomorphes a` R2/Z2 o Z/2Z, inde´pendamment de la structure complexe. Un
re´sultat analogue est valable pour les tores Cn/Γ ou` Γ est un re´seau ge´ne´rique de
Cn.
Dans les Chapitres 1, 2 et 3 nous parlerons de l’action d’un isomorphisme
du corps C sur un automorphisme polynomial de C2 (resp. une trans-
formation birationnelle de P2(C)) ; expliquons de quoi il s’agit. Soit V une
varie´te´ alge´brique complexe de´finie sur Q ; notons Aut(V ) le groupe des biholomor-
phismes de V et Bir(V ) le groupe des transformations birationnelles de V . Puisque
V est de´finie sur Q, un automorphisme τ du corps C induit un isomorphisme τ(.)
de Aut(V ) (resp. Bir(V )) : par exemple lorsque V = Pn(C), a` un e´le´ment f de
Bir(V ) nous associons l’e´le´ment τ(f) obtenu en faisant agir τ sur les coefficients de
f exprime´ en coordonne´es homoge`nes.
Commenc¸ons par conside´rer le cas de l’espace affine complexe. En dimension 1,
le groupe d’automorphismes de C co¨ıncide avec le groupe affine qui est un groupe
de Lie complexe de dimension 2 ; nous avons le re´sultat suivant sans doute bien
connu :
Proposition 9. Soit φ un automorphisme du groupe des transformations affines
de la droite complexe ; φ est la compose´e d’un automorphisme inte´rieur et de l’action
d’un isomorphisme du corps C.
A` partir de la dimension 2, le groupe d’automorphismes de Cn n’est plus de
dimension finie, meˆme si nous ne conside´rons que les automorphismes polynomiaux.
L’e´tude de ces groupes, tant dynamique qu’alge´brique, est pertinente ([23, 81,
138]).
8 Une « bonne » mesure de Radon est une mesure de Radon µ telle que µ({p}) = 0 et
µ(Ω) > 0 pour tout ouvert Ω non vide.
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Dans [3], Ahern et Rudin montrent que Aut(Cn) et Aut(C`) sont isomorphes si
et seulement si ` = n ; leur preuve s’adapte textuellement au cas des groupes d’au-
tomorphismes polynomiaux Aut[Cn]. Dans l’esprit du the´ore`me de Filipkiewicz
il est naturel de chercher a` de´crire le groupe d’automorphismes de Aut[Cn] pour
n ≥ 2 ; nous re´pondons a` cette question pour Aut[C2]. Nous disposons de deux types
d’automorphismes e´vidents pour ce groupe :
– les automorphismes inte´rieurs ;
– ceux associe´s aux automorphismes de corps.
Nous montrons que ces deux familles d’automorphismes engendrent le groupe d’auto-
morphismes de Aut[C2]. Plus ge´ne´ralement, on a le :
THE´ORE`ME 10. Soient K un corps commutatif non de´nombrable de caracte´risti-
que nulle et A le groupe d’automorphismes polynomiaux du plan affine K2. Soit ϕ
un automorphisme du groupe A . Il existe ψ dans A et τ un automorphisme du
corps K tels que, pour tout f dans A , on ait :
ϕ(f) = τ(ψfψ−1).
Si Int(A ) de´signe l’ensemble des automorphismes inte´rieurs de A , le groupe Aut(A )
co¨ıncide donc avec le produit semi-direct Int(A ) o Aut(K,+, .) ou` Aut(K,+, .) est
le groupe d’automorphismes du corps K.
Remarquons par exemple que lorsque K = R, les automorphismes de A sont in-
te´rieurs. L’hypothe`se de non de´nombrabilite´ est ne´cessaire pour utiliser une ca-
racte´risation alge´brique des automorphismes de type He´non duˆe a` Lamy ([100])
et celle sur la caracte´ristique lorsque nous utilisons l’argument de line´arisation de
Cartan, Bochner (Lemme 1.8). Nous obtenons comme corollaire, graˆce a` une
autre caracte´risation des automorphismes de type He´non, le meˆme e´nonce´ pour
un corps de´nombrable et alge´briquement clos. Une autre conse´quence directe est la
suivante : l’obstruction a` ce qu’un automorphisme soit inte´rieur se lit au niveau de
l’action sur le de´terminant jacobien.
Certains auteurs se sont inte´resse´s au semi-groupe End(M) des endomorphismes
d’une varie´te´ complexe M . En particulier, Buzzard et Merenkov ont montre´
l’e´nonce´ qui suit : soitM une varie´te´ complexe non re´duite a` un point ; si ϕ : End(Cn) →
End(M) est un morphisme de semi-groupes surjectif, ϕ est la conjugaison par un
diffe´omorphisme holomorphe ou anti-holomorphe de Cn sur M (voir [17]). Nous ob-
tenons un e´nonce´ analogue au The´ore`me 10 pour le semi-groupe des endomorphismes
polynomiaux du plan affine K2.
La strate´gie de preuve du The´ore`me 10 est la suivante. Soit ϕ un automorphisme
de A ; il s’agit de le modifier afin qu’il fixe certains sous-groupes de A bien choisis,
les modifications permises e´tant les conjugaisons par un e´le´ment de A et l’action
d’un isomorphisme du corps K. La difficulte´ re´side en le fait qu’a` chaque modification
de ϕ, il faut continuer a` pre´server les groupes fixe´s par ϕ. A` partir des travaux de
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Lamy ([100]), nous e´tablissons un crite`re de rigidite´ pour le groupe e´le´mentaire ce
qui permet de supposer E fixe´ par ϕ.Graˆce a` un argument classique de moyennisation
(Cartan-Bochner), nous montrons qu’a` conjugaison par un e´le´ment de E pre`s, le
groupe F engendre´ par les involutions (−x, y) et (x,−y) est invariant par ϕ. Ensuite
le groupe diagonal
D = {(x, y) 7→ (αx, βy) | α, β ∈ C∗}
commutant a` F , on constate que ϕ(D) = D. En utilisant l’action de D sur le groupe
des translations
T = {(x, y) 7→ (x + α, y + β) | α, β ∈ C},
nous obtenons ϕ(T) = T. Plus pre´cise´ment les groupes
T1 = {(x, y) 7→ (x + α, y) | α ∈ C} et T2 = {(x, y) 7→ (x, y + β) | β ∈ C}
sont invariants par ϕ. Nous en de´duisons que ϕ fixe les groupes
D1 = {(x, y) 7→ (αx, y) | α ∈ C∗} et D2 = {(x, y) 7→ (x, αy) | α ∈ C∗}.
Ainsi, pour tous α, β dans C∗ et r, s dans C, nous avons :
ϕ(αx+ r, βy + s) = (ϕ1(αx+ r), ϕ2(βy + s)).
A` conjugaison et automorphisme de corps pre`s, les groupes Ti et Di sont laisse´s
invariants point par point ; ceci re´sulte entre autres de la Proposition 9. Il s’en suit
que E est invariant point par point par ϕ. Les groupes E et A engendrent A ; par
ailleurs S ⊂ E et (x, x + y) engendrent A. Il suffit donc pour de´terminer l’image de
A par ϕ de de´terminer ϕ(x, x + y). Les e´galite´s
ϕ(x, x + y)ϕ(x+ α, y + β) = ϕ(x+ α, y + α + β)ϕ(x, x+ y)
et
ϕ(x, x + y)ϕ(αx, αy) = ϕ(αx, αy)ϕ(x, x+ y)
permettent de montrer que ϕ(x, x + y) = (x, x+ y).
Au Chapitre 2 nous ge´ne´ralisons, via des techniques comple`tement diffe´rentes,
le The´ore`me 10 au groupe de Cremona.
THE´ORE`ME 11. Soit ϕ un automorphisme du groupe de Cremona. Il existe
un automorphisme τ du corps C et ψ dans Bir(P2(C)) tels que, pour toute transfor-
mation birationnelle f , on ait :
ϕ(f) = τ(ψfψ−1).
Autrement dit, le groupe des automorphismes exte´rieurs de Bir(P2(C)) s’identifie au
groupe des automorphismes du corps C.
Nous en de´duisons un e´nonce´ analogue pour le semi-groupe des transformations
rationnelles de P2(C) (Corollaire 2.36) et le :
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COROLLAIRE 12. Soient S une surface projective complexe et ϕ un isomor-
phisme entre Bir(S) et Bir(P2(C)). Il existe une transformation birationnelle ψ : S 99K
P2(C) et un automorphisme τ du corps C tels que, pour tout f dans Bir(S), on ait :
ϕ(f) = τ(ψfψ−1).
Nous constatons que le groupe des automorphismes du corps C(x, y) est isomorphe
au groupe des automorphismes de Bir(P2(C)).
Pre´sentons en quelques mots l’ide´e de la de´monstration du The´ore`me 11. Rappe-
lons que tout groupe maximal de transformations birationnelles qui pre´servent une
fibration rationnelle donne´e est birationnellement conjugue´ au groupe J de Jon-
quie`res, groupe des transformations birationnelles qui laissent la fibration y =
cte invariante. Un e´le´ment f de J permute les fibres de la fibration et induit donc
un isomorphisme de la base P1(C), i.e. un e´le´ment pif de PGL2(C). Notons pi le
morphisme de J dans PGL2(C) qui a` f associe pif . Remarquons que l’image par
ϕ d’un sous-groupe abe´lien maximal du groupe de Cremona est encore abe´lien
maximal ; la compre´hension de l’action de ϕ repose donc naturellement sur la des-
cription de ce type de groupe. Nous commenc¸ons par faire l’observation suivante :
tout e´le´ment d’un sous-groupe abe´lien non de´nombrable de Bir(P2(C)) laisse inva-
riant un champ de vecteurs rationnel non nul (Lemme 2.4). Ceci permet d’utiliser les
travaux de Cantat et Favre sur les syme´tries des feuilletages des surfaces ([19]) ;
nous obtenons alors l’e´nonce´ qui suit : soit G un sous-groupe abe´lien maximal non
de´nombrable de Bir(P2(C)) ; ou bien G posse`de des e´le´ments de torsion, ou bien G
pre´serve une fibration rationnelle i.e. est a` conjugaison pre`s contenu dans J. Dans le
but de montrer en particulier qu’a` conjugaison pre`s ϕ laisse J invariant, nous sommes
amene´s a` e´tudier les sous-groupes abe´liens maximaux non de´nombrables G de J ;
nous raisonnons suivant la nature du sous-groupe pi(G) de PGL2(C) qui peut eˆtre
trivial, le groupe a` quatre e´le´ments {y,−y, 1/y,−1/y}, un groupe d’homothe´ties ou
de translations.
THE´ORE`ME 13. Soit G un sous-groupe abe´lien maximal non de´nombrable du
groupe de Jonquie`res. Il satisfait l’une des proprie´te´s suivantes :
– G contient un e´le´ment de torsion ;
– G est conjugue´ a` Ja = {(x, y) 7→ (x+ a(y), y) | a ∈ C(y)} ;
– G est conjugue´ a` T = {(x, y) 7→ (x+ α, y + β) | α, β ∈ C} ;
– tout sous-groupe de Bir(P2(C)) agissant par conjugaison sur G est virtuellement
re´soluble.
Remarque 1. Voici deux proprie´te´s qui permettent de distinguer Ja des autres
sous-groupes abe´liens maximaux de J :
– le groupe Ja ne contient pas d’e´le´ment de torsion ;
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– le groupe non virtuellement re´soluble
{(a(y)x+ b(y), ν(y)) | a ∈ C(y)∗, b ∈ C(y), ν ∈ PGL2(C)}
agit par conjugaison sur Ja.
Les deux e´nonce´s pre´ce´dents ajoute´s a` la Remarque 1 assurent que si ϕ de´signe
un automorphisme du groupe de Cremona, alors ϕ(Ja) est conjugue´ a` Ja ; ainsi,
quitte a` composer ϕ par un automorphisme inte´rieur de Bir(P2(C)), nous avons
ϕ(Ja) = Ja. Nous montrons ensuite qu’a` conjugaisons pre`s, les groupes T1, T2, D1
et D2 sont invariants par ϕ et ce sans modifier le fait que Ja soit fixe´ par ϕ. Ainsi
ϕ induit deux automorphismes du groupe des transformations affines de la droite :
pour tout α, β dans C∗ et r, s dans C, nous avons
ϕ(αx+ r, βy + s) = (ϕ1(αx+ r), ϕ2(βy + s)).
Par suite, quitte a` composer ϕ par un automorphisme inte´rieur et un isomorphisme
du corps C, les groupes T et D sont laisse´s invariants point par point (Proposition
9). Nous constatons apre`s ces modifications que les involutions (x, 1/y), (y, x) et
(1/x, 1/y) sont fixe´es par ϕ. Or le groupe engendre´ par D, T, (y, x) et (x, 1/y)
contient PGL3(C) ; ces groupes et involutions e´tant invariants point par point par ϕ,
nous obtenons, graˆce au The´ore`me 1, le re´sultat annonce´.
L’e´tude des sous-groupes abe´liens maximaux non de´nombrables de J nous a conduit
a` e´tablir certains re´sultats de forme normale ; par exemple, nous obtenons : soit
G un sous-groupe abe´lien maximal non de´nombrable de J tel que G0 = ker pi ∩ G
soit non trivial et contenu dans Ja. Si pi(G) est un sous-groupe non de´nombrable
d’homothe´ties, alors G est conjugue´ a` {(x + a, by) | a ∈ C, b ∈ C∗}.
Dans un troisie`me Chapitre, nous nous inte´ressons aux repre´sentations de cer-
tains re´seaux de groupes de Lie dans Bir(P2(C)) ; cette e´tude ainsi que les re´sultats
de [12] laissent a` penser que le groupe de Cremona se comporte comme un groupe
de rang 2.
Rappelons quelques de´finitions. Le rang re´el ou R-rang d’un groupe de Lie semi-
simple connexe d’alge`bre de Lie g est l’entier maximal r tel qu’il existe une sous-
alge`bre abe´lienne Rr de g dont l’image par la repre´sentation adjointe est diagona-
lisable sur R. Soient G un groupe localement compact, H un espace de Hilbert
et U(H) le groupe des ope´rateurs unitaires sur H. Une repre´sentation de G dans H
est un morphisme ρ : G → U(H) tel que l’application G × H → H associe´e soit
continue. Soient ε > 0 et Ω une partie compacte de G ; un vecteur unite´ ξ de H est
(ε,Ω)-invariant si ‖ρ(g)ξ− ξ‖ < ε pour tout g dans Ω. On dit que ρ posse`de presque
un vecteur invariant si, pour tout (ε,Ω), il existe un vecteur unite´ (ε,Ω)-invariant.
La repre´sentation ρ posse`de des vecteurs invariants non nuls s’il existe η dans H non
nul tel que ρ(g)η = η pour tout g dans G. Le groupe G a la proprie´te´ (T) ou est un
groupe de Kazhdan si toute repre´sentation hilbertienne de G qui posse`de presque
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des vecteurs invariants posse`de des vecteurs invariants non nuls. Par exemple tout
groupe de Lie re´el simple connexe de rang re´el supe´rieur ou e´gal a` 2 est un groupe
de Kazhdan (voir [69]).
Afin de ge´ne´raliser les travaux de Margulis sur les repre´sentations line´aires des
re´seaux de groupes de Lie re´els simples de rang re´el strictement supe´rieur a` 1 (voir
[108, 141]) aux repre´sentations non line´aires, Zimmer propose d’e´tudier les actions
des re´seaux sur les varie´te´s compactes ([149, 150, 151, 152]). L’une des principales
conjectures de ce programme est la suivante : soient G un groupe de Lie re´el simple
connexe et Γ un re´seau9 de G. S’il existe un morphisme d’image infinie de Γ dans
le groupe des diffe´omorphismes d’une varie´te´ compacte M , le rang re´el de G est
infe´rieur ou e´gal a` la dimension de M .
Il y a eu de nombreux travaux dans cette direction. En 1993, Ghys e´tudie les
groupes engendre´s par des diffe´omorphismes analytiques re´els proches de l’identite´
sur une varie´te´ compacte ; il obtient en particulier que tout sous-groupe nilpotent
de Diffω(S2) est me´tabe´lien et que si Γ est un sous-groupe d’indice fini de SLn(Z),
avec n ≥ 4, alors tout morphisme de Γ dans Diffω(S2) est d’image finie ([83]). Dans
[146], Witte conside`re G un Q-groupe alge´brique Q-simple de Q-rang supe´rieur
ou e´gal a` 2 et Γ un sous-groupe arithme´tique de G ; il montre qu’il n’existe pas
de relation d’ordre total sur Γ pre´serve´e par la multiplication a` droite. La preuve
de cette proprie´te´ alge´brique repose en partie sur des re´sultats de Ault ([6]) et
Rhemtulla ([125]) concernant les ordres totaux dans les groupes nilpotents ; elle
est aussi base´e sur l’e´tude des Q-syste`mes de racines de G et sur les sous-groupes
nilpotents de Γ engendre´s par un sous-groupe de Q-racines de G intersecte´ avec Γ.
Il en de´duit que toute action continue d’un sous-groupe arithme´tique de G sur S1
ou sur la droite re´elle est d’image finie. L’hypothe`se relative au Q-rang est forte, le
the´ore`me de Witte s’applique donc a` une classe restreinte de re´seaux, classe dont il
sera question dans le Chapitre 3 ; il n’en est pas de meˆme pour l’e´nonce´ suivant duˆ a`
Ghys ([84]). Soit G un groupe de Lie semi-simple, connexe, de rang re´el supe´rieur
ou e´gal a` 2 et n’ayant pas de facteur simple isomorphe a` PSL2(R). Si Γ est un re´seau
irre´ductible de G et ρ un morphisme de Γ dans le groupe des diffe´omorphismes de
classe C1 de S1 qui pre´servent l’orientation, alors l’image de ρ est finie. Notons qu’un
cas particulier de cet e´nonce´ a aussi e´te´ de´montre´ par Burger et Monod lors de
leur e´tude de la cohomologie borne´e des re´seaux ([16]). En 2002, dans le meˆme
esprit, Navas obtient que si Γ est un groupe de Kazhdan et ϕ un morphisme de
Γ dans le groupe Diff1+α(S1), avec α > 1/2, alors ϕ(Γ) est fini ([116]).
Notons que Feres e´tablit des re´sultats lorsque l’action pre´serve une forme volume
ou une structure ge´ome´trique ([76, 77]). Dans le reste de ce paragraphe, S est une
surface oriente´e, ferme´e et Ω une forme volume lisse. Polterovich se place dans le
cadre suivant : soient G un groupe de Lie re´el, semi-simple, connexe, sans facteur
9 Un re´seau d’un groupe G est un sous-groupe discret de covolume fini.
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compact, de centre fini, de rang re´el supe´rieur ou e´gal a` 2 et Γ un re´seau irre´ductible
non co-compact de G. Supposons que le genre de S soit supe´rieur ou e´gal a` 2 ; tout
morphisme de Γ dans le groupe des diffe´omorphismes C∞ de S qui pre´servent Ω est
d’image finie ([122]). Soit Γ un groupe presque simple10 contenant un sous-groupe
isomorphe au groupe des matrices triangulaires supe´rieures ; Franks et Handel
prouvent que tout morphisme de Γ dans le groupe des diffe´omorphismes de S qui
pre´servent Ω est d’image finie ([80]).
Farb et Shalen s’inte´ressent aux actions analytiques re´elles de re´seaux sur certaines
varie´te´s ; soient G un groupe de Lie semi-simple, de rang re´el supe´rieur ou e´gal a` 2
et Γ un re´seau irre´ductible de G. Le re´seau Γ est dit « 1-big » s’il ve´rifie l’une des
conditions suivantes :
– son Q-rang est supe´rieur ou e´gal a` 2 ;
– le centralisateur d’un e´le´ment d’ordre infini de Γ contient un sous-groupe iso-
morphe a` un re´seau irre´ductible d’un groupe de Lie semi-simple de rang re´el
supe´rieur ou e´gal a` 2.
Par induction, Γ est dit « (k + 1)-big » si le centralisateur d’un e´le´ment d’ordre
infini de Γ est un sous-groupe isomorphe a` un re´seau « k-big ». Dans [75], Farb
et Shalen montrent, entre autres, que tout morphisme d’un re´seau « 1-big » (resp.
« 2-big ») dans S1 (resp. dans une surface compacte distincte de S1 × S1 et de la
bouteille de Klein) est d’image finie.
Plus re´cemment, en 2004, Cantat a re´solu cette conjecture dans le cas particulier
des actions holomorphes sur les varie´te´s ka¨hle´riennes compactes : soient M une
varie´te´ complexe compacte ka¨hle´rienne et Aut(M) le groupe de ses diffe´omorphismes
holomorphes ; soient G un groupe de Lie re´el, simple, connexe et Γ un re´seau de G.
S’il existe un morphisme de Γ dans Aut(M) dont l’image est infinie, alors le rang re´el
de G est infe´rieur ou e´gal a` la dimension complexe de M (voir [18]). Pour montrer
cet e´nonce´, il utilise des re´sultats sur les groupes de diffe´omorphismes des varie´te´s
complexes compactes ([14, 102]), sur les re´seaux et sous-groupes de Cartan de G
(voir [123]) et sur les groupes abe´liens d’automorphismes d’une varie´te´ ka¨hle´rienne
([73]).
Signalons enfin l’existence d’un e´nonce´ analogue dans le cadre des automorphismes
polynomiaux du plan complexe duˆ a` Cantat et Lamy ([20]) que nous e´voquerons
plus en de´tail au Chapitre 3, §1.2.
Dans l’esprit des re´sultats pre´ce´dents nous montrons le :
THE´ORE`ME 14. Soit G un Q-groupe alge´brique Q-simple de Q-rang r. Soient
Γ un sous-groupe d’indice fini de G(Z) et ρ un morphisme de Γ dans Bir(P2(C)). Si
ρ est d’image infinie, alors r ≤ 2.
10 Un groupe presque simple est un groupe dont tous les sous-groupes distingue´s sont finis
ou d’indice fini.
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De plus, si r = 2 et ρ est d’image infinie, alors G posse`de un syste`me de Q-racines
de type A2 et l’image de ρ est, a` conjugaison pre`s, un sous-groupe de PGL3(C).
Nous en de´duisons le :
COROLLAIRE 15. Soit G un Q-groupe alge´brique Q-simple de Q-rang supe´rieur
ou e´gal a` 3. Soient Γ un sous-groupe d’indice fini de G(Z) et M une surface de
Ka¨hler compacte. Tout morphisme de Γ dans le groupe des transformations bira-
tionnelles de M est d’image finie.
La preuve du The´ore`me 14 repose en particulier sur le fait suivant11 : le syste`me
de Q-racines d’un Q-groupe alge´brique Q-simple de Q-rang supe´rieur ou e´gal a` 3
contient un sous-syste`me de type A3 ou B2 ; nous nous ramenons donc a` l’e´tude des
morphismes d’un sous-groupe d’indice fini de SO2,3(Z) et de SL3(Z) dans Bir(P
2(C)).
Pour ces groupes nous obtenons les deux the´ore`mes qui suivent.
THE´ORE`ME 16. 1) Soient Γ un sous-groupe d’indice fini de SL3(Z) et ρ un mor-
phisme injectif de Γ dans Bir(P2(C)). Alors ρ co¨ıncide, a` conjugaison birationnelle
pre`s, avec le plongement canonique ou la contragre´diente, i.e. l’involution u 7→ tu−1.
2) Si un morphisme d’un sous-groupe d’indice fini de SLn(Z) dans le groupe de
Cremona est d’image infinie, alors n ≤ 3.
THE´ORE`ME 17. Il n’existe pas de morphisme injectif d’un sous-groupe d’indice
fini de SO2,3(Z) dans le groupe de Cremona.
Avant de donner une ide´e de la preuve de l’e´nonce´ 16, rappelons quelques de´finitions
et re´sultats. Le groupe SL3(Z) a pour pre´sentation :
〈eij, i 6= j | [eij, ekl] =


id si i 6= l et j 6= k
eil si i 6= l et j = k
e−1kj si i = l et j 6= k
, (e12e
−1
21 e12)
4 = Id〉.
Les eqij engendrent des sous-groupes distingue´s de SL3(Z) appele´s groupes de
congruence et note´s Γ3(q) ; on dira que les e
q
ij (resp. eij) sont les ge´ne´rateurs
standards de Γ3(q) (resp. SL3(Z)). Remarquons qu’ils satisfont des relations simi-
laires aux eij (seule la relation (e12e
−1
21 e12)
4 = Id n’a pas d’analogue). Les Γ3(q)
contiennent de nombreux k-groupes de Heisenberg, i.e. de nombreux groupes
ayant pour pre´sentation
〈f, g, h | [f, g] = hk, [f, h] = [g, h] = id〉.
La longueur d’un e´le´ment f d’un groupe de type fini G = {a1, . . . , ak} est le plus
petit entier p pour lequel il existe une suite (s1, . . . , sp) d’e´le´ments de {a1, . . . , ak,
a−11 , . . . , a
−1
k } telle que f = s1 . . . sp ; nous noterons ‖f‖ la longueur de f . Un e´le´ment
11 Merci a` D. Witte de m’avoir signale´ ceci.
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f d’un groupe de type fini G est distordu s’il est d’ordre infini et si la quantite´
limn ‖fn‖/n est nulle.
Comme Franks et Handel ([80]), nous nous appuyons sur la pre´sence de k-groupes
de Heisenberg dans Γ3(q) ; tout k-groupe de Heisenberg contient un e´le´ment
distordu et l’image d’un tel e´le´ment est de premier degre´ dynamique12 e´gal a` 1. Nous
obtenons ainsi que le premier degre´ dynamique de l’image des ge´ne´rateurs standards
de Γ3(q) vaut 1. Alors, d’apre`s [72], nous avons pour chaque ge´ne´rateur standard
eqij : ou bien ρ(e
q
ij) pre´serve une unique fibration (rationnelle ou elliptique), ou bien
ρ(eqij) est birationnellement conjugue´ a` un automorphisme dont une puissance est
isotope a` l’identite´. Les relations dans Γ3(q) assurent que si l’un des ρ(e
q
ij) fixe une
unique fibration, alors tous la fixent ; nous avons donc l’alternative suivante :
– l’un des ρ(eqij) pre´serve une unique fibration (rationnelle ou elliptique),
– chaque ρ(eqij) est birationnellement conjugue´ a` un automorphisme dont une
puissance est isotope a` l’identite´.
Commenc¸ons par conside´rer la premie`re e´ventualite´. Comme un groupe de transfor-
mations birationnelles du plan projectif complexe qui fixent une fibration elliptique
est virtuellement me´tabe´lien et que Γ ne l’est pas, cette possibilite´ est exclue. Un
groupe de transformations birationnelles qui pre´servent une fibration rationnelle
est un sous-groupe de PGL2(C(y)) o PGL2(C) ; nous montrons, puisque Γ est un
groupe de Kazhdan, que ρ ne peut eˆtre injectif. Envisageons maintenant la se-
conde e´ventualite´. Soient f, g et h trois e´le´ments de Γ qui engendrent un groupe de
Heisenberg. Supposons que f, g et h soient conjugue´s a` un automorphisme dont
une puissance est isotope a` l’identite´ ; nous montrons qu’il existe une surface S,
une transformation birationnelle η : P2(C) 99K S et un entier k tels que ηρ(f)kη−1,
ηρ(g)kη−1 et ηρ(h)kη−1 soient des automorphismes de S isotopes a` l’identite´. Nous
sommes donc ramene´s a` conside´rer les repre´sentations des groupes de Heisenberg
dans le groupe d’automorphismes d’une surface minimale. Cette e´tude ainsi que les
re´sultats de Cantat et Lamy ([20]) permettent de conclure. La seconde assertion
du The´ore`me 16 de´coule de la premie`re.
Ensuite, par des techniques analogues, nous montrons que le groupe des matrices
n× n triangulaires supe´rieures a` coefficients entiers et valant 1 sur la diagonale, ne
s’injecte pas dans Bir(P2(C)) de`s que n ≥ 4 ; ceci nous permet de montrer directe-
ment la seconde assertion du The´ore`me 16.
Pour finir nous rede´montrons le The´ore`me 11 a` l’aide du The´ore`me 16 ; les techniques
utilise´es sont comple`tement diffe´rentes de celles du Chapitre 2.
12 Soient S une surface rationnelle et f un e´le´ment de Bir(S). Le premier degre´ dynamique
d’une transformation birationnelle f est de´fini par : λ(f) = lim supn→+∞ |(fn)∗|1/n ou` f∗ de´signe
l’application line´aire induite par f sur H1,1(S, R) et | . | une norme sur End(H1,1(S, R)).
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Le Chapitre 4 est un « chapitre expe´rimental » qui traite de la « dynamique » de
certaines transformations birationnelles. Les applications de Aut[C2] de type He´non
sont re´pute´es « avoir de la dynamique » ; elles posse`dent un ensemble de Julia non
vide, de nombreux points pe´riodiques hyperboliques. . . Lamy montre que de telles
applications ont un centralisateur de´nombrable et que ce sont les seules a` avoir cette
proprie´te´ ([100]). D’apre`s Friedland et Milnor ([81]), un automorphisme poly-
nomial de C2 qui n’est pas de type He´non est conjugue´ a` un e´le´mentaire qui pre´serve
la fibration y = cte ; ces e´le´ments « n’admettent pas de dynamique » (tre`s souvent
ils sont conjugue´s a` des transformations affines). Nous donnons des exemples de
transformations birationnelles qui semblent contredire cette philosophie ; ces trans-
formations
– pre´servent une fibration rationnelle ;
– ont un premier degre´ dynamique e´gal a` 1 (voir Lemme 4.5) ;
– semblent (expe´riences nume´riques) avoir des exposants de Lyapunov constants
e´gaux a` 0 ;
– ont un centralisateur qui est une extension finie de Z (voir Proposition 4.4) ;
– semblent « admettre de la dynamique » : nous montrons qu’au voisinage d’un
certain point l’adhe´rence de l’orbite d’un point ge´ne´rique est un tore (Proposi-
tion 4.2), qu’au voisinage d’un autre point c’est un cercle (Proposition 4.3) et
des simulations nume´riques montrent qu’entre ces deux zones re`gne un certain
chaos.
Dans l’Annexe A nous pre´sentons une preuve du The´ore`me de Nœther duˆe a`
Alexander ([5]).
Pour finir nous donnons, dans l’Annexe B, les proce´dures Maple utilise´es au
Chapitre 4.
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CHAPITRE 1
SUR LE GROUPE DES AUTOMORPHISMES
POLYNOMIAUX DU PLAN AFFINE
Ce chapitre de´taille et comple`te un article paru dans J. Algebra dans lequel nous
e´tudions le groupe des diffe´omorphismes polynomiaux du plan affine. En particulier
nous montrons le :
The´ore`me 1.1. Soient K un corps commutatif non de´nombrable de caracte´risti-
que nulle et A le groupe d’automorphismes polynomiaux du plan affine K2. Soit ϕ
un automorphisme du groupe A . Il existe ψ dans A et τ un automorphisme du
corps K tels que pour tout f dans A , on ait :
ϕ(f) = τ(ψfψ−1).
Si Int(A ) de´signe l’ensemble des automorphismes inte´rieurs de A , le groupe Aut(A )
co¨ıncide donc avec le produit semi-direct Int(A ) o Aut(K,+, .).
Dans tout ce qui suit les corps sont suppose´s commutatifs.
La premie`re partie de ce chapitre est consacre´e a` des rappels sur le groupe A ;
puis nous montrons l’analogue du The´ore`me 1.1 en dimension 1. La troisie`me partie
consiste a` e´tablir la rigidite´ du groupe des transformations e´le´mentaires. Nous nous
attaquons ensuite a` la de´monstration du The´ore`me 1.1 : il s’agit de « transformer »
ϕ de sorte que certains sous-groupes abe´liens maximaux de A soient invariants par
ϕ. La difficulte´ est la suivante : supposons que les groupes G1, . . ., Gi soient fixes par
ϕ ; le but est de modifier ϕ pour que Gi+1 soit invariant par ϕ sans changer le fait que
ϕ(G1) = G1, . . ., ϕ(Gi) = Gi. Puis nous e´nonc¸ons des conse´quences de ce the´ore`me :
l’obstruction a` ce qu’un automorphisme de A soit inte´rieur se lit au niveau de
l’action sur le de´terminant jacobien ; nous remarquons que le The´ore`me 1.1 est aussi
valable pour un corps k de´nombrable, alge´briquement clos et de caracte´ristique
nulle. Enfin nous montrons un analogue du The´ore`me 1.1 pour le semi-groupe des
endomorphismes polynomiaux de K2 et k2.
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Commenc¸ons par introduire quelques notions et notations. Soit K un corps (com-
mutatif). Un syste`me de coordonne´es e´tant fixe´ sur K2, si f est un e´le´ment de
A = Aut[K2] nous noterons souvent f par ses deux composantes (f1(x, y), f2(x, y)) ;
par exemple si f(x, y) = (y, x), nous dirons que « f est l’automorphisme (y, x) ».
Si fS est une famille d’e´le´ments de A , alors 〈fS〉 de´signe le groupe engendre´ par la
famille fS.
De´finition 1. Un automorphisme e´le´mentaire est un automorphisme du
type
(αx+ P (y), βy + γ)
avec α, β dans K∗, γ dans K et P dans K[y] ; l’ensemble de ces automorphismes
forme le groupe e´le´mentaire E.
De´finition 2. On appelle application de He´non ge´ne´ralise´e toute applica-
tion qui s’e´crit
(y, P (y)− δx)
ou` δ appartient a` K∗, P a` K[y] et degP ≥ 2. Nous notons H l’ensemble des appli-
cations
ψgm . . . g1ψ
−1
ou` les gi sont des applications de He´non ge´ne´ralise´es et ψ un e´le´ment de A . Les
e´le´ments de H seront dits de type He´non.
Notons A le groupe des automorphismes affines
A := {(x, y) 7→ (a1x+ b1y + c1, a2x + b2y + c2) | ai, bi, ci ∈ K, a1b2 − a2b1 6= 0}
et S := A ∩ E.
Rappelons le re´sultat suivant duˆ a` Friedland et Milnor.
Proposition 1.2 ([23]). Soit f un automorphisme polynomial de K2. Alors f
satisfait l’alternative suivante :
– f est conjugue´ a` un e´le´ment de E ou de A ;
– f est un e´le´ment de H .
On peut associer a` un e´le´ment f de Aut[K2] le sous-arbre Fix(f) de T constitue´
des sommets et des areˆtes fixe´s par l’action de f . La premie`re e´ventualite´ de la
Proposition 1.2 correspond a` Fix(f) 6= ∅, la seconde a` Fix(f) = ∅ ; en effet, le
stablisateur du sommet fE (resp. du sommet fA, resp. de l’areˆte fS) est le groupe
fEf−1 (resp. fAf−1, resp. fSf−1).
A` partir de l’action de Aut[C2] sur T , Lamy de´crit, dans [31], les proprie´te´s de
certains sous-groupes de Aut[C2], valables aussi pour Aut[k2] ou` k de´signe un corps
non de´nombrable. Nous en utiliserons certaines dans le texte ; pre´cisons-les :
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– un groupe non abe´lien dont chaque e´le´ment est conjugue´ a` un automorphisme
e´le´mentaire est conjugue´ a` un sous-groupe de E ou de A,
– les automorphismes de type He´non sont caracte´rise´s par la proprie´te´ alge´bri-
que suivante : h est de type He´non si et seulement si son centralisateur est
de´nombrable (c’est ici que nous utilisons l’hypothe`se de non de´nombrabilite´
du corps).
2. LE GROUPE AFFINE DE LA DROITE
Proposition 1.3. Soient k un corps de caracte´ristique nulle et φ un automor-
phisme du groupe {az + b | a ∈ k∗, b ∈ k} ; alors φ est la compose´e d’un automor-
phisme inte´rieur et de l’action d’un isomorphisme du corps k.
De´monstration. Les groupes abe´liens maximaux du groupe des transforma-
tions affines de la droite sont de deux types. Il y a le groupe des translations
B = {z + b | b ∈ k}
et les groupes de transformations affines qui fixent un point
Lz0 = {a(z − z0) + z0 | a ∈ k∗}.
Les groupes Lz0 contiennent des e´le´ments de torsion alors que le groupe B n’en
contient pas ; comme un automorphisme φ du groupe des transformations affines de
la droite complexe envoie un groupe abe´lien maximal sur un autre, ne´cessairement
φ(B) = B. Par suite il existe une bijection τ2 : k → k telle que pour tout b dans k :
φ(z + b) = z + τ2(b).
Puisque φ est un morphisme de groupes, τ2 est additif. L’automorphisme φ envoie
L0 sur un autre sous-groupe abe´lien posse´dant des e´le´ments de torsion donc sur un
certain Lz0 . Quitte a` conjuguer φ par la translation de vecteur z0 nous pouvons
supposer que φ(L0) = L0 ; il existe alors une bijection τ1 : k
∗ → k∗, multiplicative,
telle que :
φ(az) = τ1(a)z.
Soit a dans k∗ ; l’image de az + a par φ s’e´crit d’une part φ(z + a)φ(az) et d’autre
part φ(az)φ(z + 1), autrement dit τ1(a)z + τ2(a) = τ1(a)z + τ1(a)τ2(1). Nous en
de´duisons, pour tout a dans k∗, l’e´galite´ : τ2(a) = τ1(a)τ2(1) ; or τ2(1) est non nul
donc τ1 est additif. Finalement τ1 est un isomorphisme de corps et
φ(az + b) = τ1(a)z + τ2(1)τ1(b)
= τ1(az + ζb)
= τ1(ζz ◦ (az + b) ◦ ζ−1z)
ou` ζ = τ−11 (τ2(1)). 
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Sauf mention expresse du contraire K de´signe un corps non de´nombrable de
caracte´ristique nulle.
Dans le re´sultat qui suit intervient la caracte´risation alge´brique des automor-
phismes de type He´non rappele´e au §1.
Lemme 1.4. Si ϕ est un automorphisme de A , alors ϕ(H ) = H .
De´monstration. Un e´le´ment g de H a un centralisateur non de´nombrable par
suite son image par ϕ aussi ; d’apre`s l’une des proprie´te´s de Lamy ([31]), rappele´e
au §1, l’image de g par ϕ est donc de type He´non. 
Notons E(1) = [E,E] = {(x+ P (y), y+ γ) | P ∈ K[y], γ ∈ K} le groupe de´rive´ de
E et E(2) = {(x + P (y), y) | P ∈ K[y]} celui de E(1).
Nous nous inte´ressons a` l’image de E par ϕ. Nous allons montrer que E est
rigide c’est-a`-dire qu’a` automorphisme inte´rieur pre`s ϕ(E) = E. Commenc¸ons par
caracte´riser le groupe E(2).
Lemme 1.5. Le groupe E(2) est un sous-groupe abe´lien maximal de E.
De´monstration. Soient B un sous-groupe abe´lien de E contenant E(2) et g =
(g1, g2) un e´le´ment de B. Pour tout polynoˆme P et tout t dans K, notons ftP :=
(x + tP (y), y). L’automorphisme g commute aux ftP ; en particulier en de´rivant
gftP = ftPg en t = 0 nous obtenons :
∂g1
∂x
P (y) = P (g2(x, y)) et
∂g2
∂x
P (y) = 0.
Par suite g2 ne de´pend que de y. L’e´galite´
P (y)
∂g1
∂x
= P (g2(y))(2)
assure que ∂g1
∂x
est une fonction polynomiale en y ; comme g est inversible il existe Q
dans K[y] et α dans K∗ tel que g1(x, y) soit du type αx+Q(y). Ainsi (2) se re´e´crit :
P (y)α = P (g2(y)).
En particulier pour P ≡ 1, nous obtenons α = 1. Ensuite, en choisissant P (y) = y,
nous remarquons que g2(y) = y ; ceci montre que g appartient a` E
(2) et termine la
preuve. 
Proposition 1.6. Le groupe E est maximal parmi les sous-groupes re´solubles
de longueur 3 de A .
De´monstration. Soit B un groupe re´soluble de longueur de re´solubilite´ 3
contenant E. Le groupe B(2) est abe´lien et contient E(2) ; comme E(2) est un groupe
abe´lien maximal, nous avons B(2) = E(2). Le groupe B(2) est distingue´ dans B ; pour
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tout e´le´ment f = (f1, f2) de B et tout e´le´ment (x+ P (y), y) de E
(2) = B(2) il existe
une application Θ de K[y] dans lui-meˆme qui de´pend de f telle que
(3) f1(x + P (y), y) = f1(x, y) + Θ(P )(f2(x, y))
(4) f2(x+ P (y), y) = f2(x, y).
L’e´galite´ (4) implique que f2 s’e´crit βy+γ, avec β dans K
∗ et γ dans K. En de´rivant
(3) par rapport a` x, nous obtenons pour tout P appartenant a` K[y]
∂f1
∂x
(x + P (y), y) =
∂f1
∂x
(x, y)
ce qui conduit a`
f1(x, y) = R(y)x+Q(y)
ou` R et Q de´signent deux e´le´ments de K[y]. Comme f est un automorphisme, R
appartient a` K∗. Par suite B et E co¨ıncident. 
Cette proprie´te´ alge´brique de E nous permet d’e´tablir la proprie´te´ de rigidite´
annonce´e.
Proposition 1.7. Si ϕ est un automorphisme de A , il existe un e´le´ment ψ de
A tel que :
ϕ(E) = ψEψ−1.
De´monstration. L’ensemble H est pre´serve´ par l’automorphisme ϕ (Lemme
1.4) ; donc chaque e´le´ment de ϕ(E) est conjugue´ a` un e´le´ment de E ou de A. D’apre`s
l’une des proprie´te´s e´tablies par Lamy (voir §1), l’image de E par ϕ est conjugue´e
a` un sous-groupe de E ou de A.
Montrons que si ϕ(E) est conjugue´ a` un sous-groupe de A, il est conjugue´ a` un
sous-groupe de E. Quitte a` faire une conjugaison, nous pouvons supposer que ϕ(E)
est contenu dans A. Le groupe E e´tant re´soluble, ϕ(E) l’est et de meˆme longueur ;
ainsi l’image de ϕ(E) par le morphisme « partie line´aire » de A dans GL2(K) est
un sous-groupe re´soluble, non virtuellement abe´lien B de GL2(K). La composante
neutre B
Z
0 de l’adhe´rence de Zariski de B est triangulable dans GL2(K) donc le
groupe B0 = B ∩ B Z0 aussi. Par suite [B0, B0] est abe´lien et tous ses e´le´ments sont
du type : (
1 ∗
0 1
)
.
Le groupe B0 est non abe´lien ; en effet, s’il l’e´tait B
Z
serait virtuellement abe´lien
et B aussi. Il s’en suit que [B0, B0] n’est pas trivial ; comme il est distingue´ dans B
tout e´le´ment de B est triangulaire et B est conjugue´ a` un sous-groupe de E.
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Dans les deux cas, il existe un automorphisme ψ de K2 tel que ϕ(E) soit inclus dans
ψEψ−1. Par maximalite´ de E comme sous-groupe re´soluble de longueur 3 de A , nous
avons l’e´galite´ ϕ(E) = ψEψ−1. 
4. DE´MONSTRATION DU THE´ORE`ME PRINCIPAL
Nous venons de montrer que, quitte a` conjuguer ϕ par un e´le´ment de A , le
groupe E est envoye´ sur lui-meˆme par ϕ ; dans la suite nous supposerons donc que
ϕ(E) = E. Afin de comprendre l’action de ϕ sur le groupe e´le´mentaire, nous e´tudions
l’image du groupe diagonal par ϕ, puis celle du groupe des translations.
4.1. Etude du groupe diagonal. Notons dα,β l’automorphisme de´fini par
(x, y) 7→ (αx, βy).
L’ensemble de ces automorphismes forme le groupe D des transformations diago-
nales.
Lemme 1.8. Tout sous-groupe de E isomorphe a` F = 〈(−x, y), (x,−y)〉 est
conjugue´ a` F dans E.
De´monstration. Notons B un sous-groupe de E isomorphe a` F . Conside´rons
le morphisme
ρ : B → D
(αx+ P (y), βy + δ) 7→ (αx, βy)
Tout e´le´ment du noyau de ρ est pe´riodique de pe´riode 2, donc ker ρ est trivial.
Par suite, ρ re´alise une bijection de B sur son image. Comme tout e´le´ment (αx +
P (y), βy + δ) de B est pe´riodique de pe´riode 2 ne´cessairement α2 = β2 = 1. Ainsi
ρ(B) = F. En particulier B contient un e´le´ment f du type (−x + P (y),−y + δ) ; il
admet un unique point fixe
(
1
2
P
(
δ
2
)
, δ
2
)
. Quitte a` conjuguer f par une translation,
nous pouvons supposer que ce point fixe est (0, 0) ; ce choix e´tant fait, f est de la
forme
(−x + P (y),−y)
avec P (0) = 0. Or tout e´le´ment qui commute a` f admet l’origine pour point fixe ;
donc tous les e´le´ments de B fixent (0, 0).
Par un argument classique de moyennisation (Cartan, Bochner), nous pouvons
alors line´ariser B par un e´le´ment de E. Notons fi les e´le´ments de B et posons :
g :=
3∑
i=0
Dfi(0)
−1 ◦ fi.
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Puisque la caracte´ristique de K est nulle, l’automorphisme g est un e´le´ment de E et
line´arise B :
gf` = Df`(0)
3∑
i=0
D(fif`)
−1(fif`)−1(0) = Df`(0)g.
Ainsi B = gFg−1. 
En particulier, quitte a` conjuguer ϕ par un e´le´ment de E, nous pouvons supposer
dans la suite que ϕ(F ) = F .
Corollaire 1.9. Si ϕ est un automorphisme de A tel que ϕ(E) = E et ϕ(F ) =
F , alors D est invariant par ϕ.
De´monstration. Le groupe F commute a` D donc F commute a` ϕ(D) ⊂ E.
Soit (αx+P (y), βy+γ) dans ϕ(D). La commutation de (x,−y) et (αx+P (y), βy+γ)
entraˆıne que γ est nul ; en e´crivant que (−x, y) commute a` (αx + P (y), βy), nous
obtenons que P ≡ 0. Il en re´sulte que ϕ(D) = D. 
4.2. Etude du groupe des translations. Pour tout e´le´ment (α, β) de K2, notons
tα,β la translation (x+α, y+β) ; le groupe de toutes les translations tα,β est note´ T.
Un e´le´ment tα,β de T s’e´crit tα,0t0,β ; pour de´terminer l’image de T par ϕ, nous allons
donc e´tudier les groupes T1 = {tα,0 | α ∈ K} et T2 = {t0,α | α ∈ K}. Le groupe D1
(resp. D2) de´signe {dα,1 | α ∈ K∗} (resp. {d1,α | α ∈ K∗}).
Remarque 1. Le groupe des translations T est un sous-groupe abe´lien maximal
dans E. En effet soient B un groupe abe´lien contenant T et f un e´le´ment de B ;
comme f commute a` toute translation, sa diffe´rentielle est constante et f est affine.
Par suite f est une translation.
Le groupe des translations T satisfait lui aussi une proprie´te´ de rigidite´.
Lemme 1.10. Soit ϕ un automorphisme du groupe A . Si ϕ(E) = E et ϕ(D) = D,
alors ϕ(T) = T. Plus pre´cise´ment, nous avons ϕ(Ti) = Ti.
De´monstration. Le sous-groupe T1 de E
(2) commute a` D2. Comme ϕ(D) = D,
il existe deux applications ζ, µ : K∗ → K∗ telles que ϕ(T1) commute a`
{(ζ(s)x, µ(s)y) | s ∈ K∗}.
La commutation d’un e´le´ment (x + q(y), y) de ϕ(T1) et de (ζ(s)x, µ(s)y) se traduit
par
ζ(s)q(µ(s)−1y) = q(y).
Un calcul e´le´mentaire montre qu’il existe un entier i tel que toutes les transforma-
tions de ϕ(T1) soient de la forme (x + ay
i, y) ou` a appartient a` K.
En proce´dant comme ci-dessus avec les groupes T2 et D1, nous obtenons que le
sous-groupe ϕ(T2) de E
(1) commute avec {(α(t)x, β(t)y) | t ∈ K∗} ou` α, β de´signent
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deux applications de K∗ dans lui-meˆme non constantes simultane´ment. Un e´le´ment
(x + P (y), y + δ) de ϕ(T2) et (α(t)x, β(t)y) commutent si et seulement si :
(5) (x + α(t)P (β(t)−1y), y + β(t)δ) = (x+ P (y), y + δ).
Si tout f dans ϕ(T2) est du type (x+ P (y), y), l’e´galite´ pre´ce´dente conduit a` :
α(t)P (β(t)−1y) = P (y);
par suite P est un monoˆme et l’image du groupe T2 par ϕ est contenue dans :
{(x+ byj, y) | b ∈ K}.
Alors ϕ(T) est inclus dans le groupe abe´lien {(x+ayi+byj, y) | a, b ∈ K} ; ce groupe
n’e´tant pas maximal, ϕ(T2) contient au moins une transformation f avec δ 6= 0.
Dans ce cas, en reprenant (5), nous obtenons que P ≡ 0 et β ≡ 1. Ainsi tous les
e´le´ments f de ϕ(T2) sont de la forme (x, y + c) et ϕ(T2) est un sous-groupe de T2.
Pour c et b non nuls, (x, y + c) et (x + byj, y) commutent si et seulement si j = 0.
Par conse´quent ϕ(T1) est inclus dans T1 et ϕ(T) dans T ; par maximalite´ de T, nous
avons ϕ(T) = T. Il en re´sulte que les groupes Ti sont laisse´s invariants par ϕ. 
Le groupe D1 (resp. D2) agit trivialement sur T2 (resp. T1), les groupes Ti et D sont
invariants par ϕ donc les Di aussi. Autrement dit pour tout (α, β) dans K
∗2 et (r, s)
dans K2 nous avons :
ϕ(αx+ r, βy + s) = (ϕ1(αx+ r), ϕ2(βy + s)).
La Proposition 1.3 assure alors qu’a` conjugaison par une translation pre`s
ϕ(αx+ r, βy + s) = (τ1(α)x+ ζτ1(r), τ2(β)y + κτ2(s))
ou` τ1, τ2 sont deux automorphismes du corps K et ζ, κ deux constantes non nulles.
Le groupe E(2) est laisse´ invariant par ϕ ; en particulier ϕ(x + y, y) = (x + ξ(y), y).
Comme pour tout α dans K∗ l’e´le´ment (x+ y, y) commute a` dα,α, l’automorphisme
(x + ξ(y), y) commute a` dτ1(α),τ2(α) autrement dit :
τ1(α)ξ(τ2(α)
−1y) = ξ(y).
E´crivons ξ(y) sous la forme
∑
i≥0 ξiy
i ; alors
(τ1(α)τ2(α)
−i − 1)ξi = 0.
Puisque (x+ y, y) n’est pas trivial il existe un entier i0 tel que τ2(α)
i0 = τ1(α). Par
ailleurs τ1 e´tant additif, cette e´galite´ implique que τ
i0
2 est additif ; ceci n’est possible
que si i0 = 1. Ainsi nous avons
ϕ(αx+ r, βy + s) = (τ1(α)x+ ζτ1(r), τ1(β)y + κτ1(s))
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soit quitte a` conjuguer ϕ par dτ1(ζ),τ1(κ) puis composer par l’action de l’automor-
phisme de corps τ1 :
ϕ(αx+ r, βy + s) = (αx+ r, βy + s).
Autrement dit nous avons prouve´ le :
Lemme 1.11. Soit ϕ un automorphisme de E pre´servant D et T ; alors, a` auto-
morphisme inte´rieur et isomorphisme de corps pre`s, les groupes D et T sont laisse´s
invariants point par point par ϕ.
4.3. Conclusion et conse´quences. Supposons de´sormais que ϕ(E) = E (Proposi-
tion 1.7) et que les groupes T et D soient laisse´s invariants point par point par ϕ
(Lemme 1.11).
Lemme 1.12. Si les groupes D et T sont laisse´s invariants point par point, il en
est de meˆme pour E.
De´monstration. Comme E(2) est invariant par ϕ, il existe une application
additive Θ telle que
(6) ϕ(x+ P (y), y) = (x+ Θ(P )(y), y).
De plus, pour tout e´le´ment α de K∗, nous avons d’une part
ϕ(x + αP (y), y) = ϕ(x+ (αP )(y), y) = (x + Θ(αP )(y), y)
et d’autre part
ϕ(x + αP (y), y) = ϕ(dα,1 ◦ (x+ P (y), y) ◦ dα−1,1)
= dα,1 ◦ (x+ Θ(P )(y), y) ◦ dα−1,1
= (x+ αΘ(P )(y), y).
Autrement dit Θ est un endomorphisme K-line´aire du K-espace vectoriel K[y].
E´crivons Θ(yN) =
∑
i≥0 aiy
i ; l’invariance de D implique pour tout β dans K∗ :
ϕ(x + β−NyN , y) = ϕ(d1,β(x + yN , y)d1,β−1) =
(
x +
∑
i≥0
aiβ
−iyi, y
)
.
Mais pour P (y) = β−NyN l’e´galite´ (6) donne
ϕ(x + β−NyN , y) = (x+ β−NΘ(yN), y) ;
ainsi, pour tout entier i et tout β dans K∗, nous avons ai(β−N − β−i) = 0. Nous
obtenons donc :
Θ(yN) = aNy
N .
En conjuguant (x+ yN , y) avec t0,κ et en appliquant ϕ, nous constatons que aN−` =
aN pour tout ` = 0, . . . , N . Or, par hypothe`se, ϕ laisse le groupe des translations
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invariant point par point ; donc (x + 1, y) est envoye´ sur lui-meˆme par ϕ et les aN
valent tous 1. Par suite
ϕ(x+ yN , y) = (x+ yN , y).
Nous en de´duisons, puisque D est invariant, que ϕ(x+ayN , y) = (x+ayN , y). Comme
Θ est additive, la restriction de ϕ a` E(2) est l’identite´. Les groupes des homothe´ties et
des translations e´tant invariants point par point, nous avons finalement ϕ|E = id. 
Remarque 2. Le groupe E et l’automorphisme (x, x+ y) engendrent le groupe
A . En effet, d’une part les groupes E et A engendrent A (Van der Kulk, [39]) ;
d’autre part, S et (x, x+ y) engendrent A. Il nous suffit donc de de´terminer l’image
de (x, x + y) par ϕ pour connaˆıtre l’action de ϕ sur A .
Lemme 1.13. Si les groupes E, D et T sont laisse´s invariants point par point par
ϕ, alors l’automorphisme (x, x + y) est fixe´ par ϕ.
De´monstration. Notons g := (x, x + y) et h := ϕ(g). Nous avons gtα,βg
−1 =
tα,α+β donc htα,β = tα,α+βh autrement dit :
(h1(x + α, y + β), h2(x + α, y + β)) = (h1(x, y) + α, h2(x, y) + α + β).
En particulier pour y = −β, l’e´le´ment h1(x + α, 0) s’e´crit h1(x,−β) + α ; ainsi h1
ne de´pend pas de y et pour x = 0 nous obtenons h1(α) = α+ κ. Posons
h2(x, y) := x + y + f(x, y) ;
alors l’e´galite´ h2(x + α, y + β) = h2(x, y) + α + β entraˆıne :
f(x+ α, y + β) = f(x, y)
autrement dit f est invariante par translation donc constante. Ainsi h s’e´crit :
(x + δ, x + y + γ).
En conjuguant (x, x + y) avec dα,α et en appliquant ϕ, nous montrons que δ et γ
sont nuls. 
La de´monstration de la partie principale du The´ore`me 1.1 est termine´e : au §3,
nous avons obtenu ϕ(E) = E, quitte a` conjuguer ϕ par un e´le´ment de A . Ensuite
nous avons montre´ que les groupes D et T e´taient, a` automorphisme inte´rieur et
isomorphisme de corps pre`s, laisse´s invariants point par point par ϕ (Lemme 1.11) ;
nous en avons de´duit que E aussi (Lemme 1.12). Finalement comme E et l’automor-
phisme (x, x + y) engendrent A et que (x, x + y) est envoye´ sur lui-meˆme par ϕ
(Lemme 1.13), nous obtenons le re´sultat annonce´. La deuxie`me partie du the´ore`me
correspond a` la Proposition 1.15.
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5. APPLICATIONS
5.1. Comple´ments sur les automorphismes. A posteriori nous obtenons le re´sultat
suivant ; la contribution e´ventuelle d’un automorphisme de corps, obstruction a` ce
que l’automorphisme soit inte´rieur, se lit au niveau des de´terminants jacobiens.
Corollaire 1.14. Un automorphisme ϕ du groupe A est inte´rieur si et seule-
ment si pour tout f dans A on a
detjac(ϕ(f)) = detjac(f).
De´monstration. Soit ϕ un automorphisme du groupe A . D’apre`s le The´ore`me
1.1 il existe un automorphisme τ du corps K et un e´le´ment ψ de A tels que, pour
tout f dans A , nous ayons ϕ(f) = τ(ψ−1fψ). D’ou` :
detjac(ϕ(f)) = detjac(τ(f)) = τ(detjac(f)).
Ainsi detjac(ϕ(f)) = detjac(f) pour tout f si et seulement si τ est trivial. 
Notons Int(A ) l’ensemble des automorphismes inte´rieurs de A . Notre re´sultat
s’interpre`te comme suit.
Proposition 1.15. Nous avons la suite exacte :
1 → Int(A ) → Aut(A ) → Aut(K,+, .) → 1.
De plus, la suite est scinde´e : Aut(A ) = Int(A ) o Aut(K,+, .).
Corollaire 1.16. Soient k un corps de´nombrable, alge´briquement clos, de ca-
racte´ristique nulle et Aut[k2] le groupe d’automorphismes polynomiaux du plan affine
k2. Soit ϕ un automorphisme du groupe Aut[k2]. Il existe ψ dans Aut[k2] et τ un
automorphisme du corps k tel que, pour tout f dans Aut[k2], on ait :
ϕ(f) = τ(ψfψ−1).
De´monstration. Notons K un corps non de´nombrable contenant k. Soit f dans
Aut[k2]. Conside´rons f comme un e´le´ment de Aut[K2] ; nous avons alors l’alternative
suivante :
– f est e´le´mentaire ; il existe un flot φt, ou` t parcourt K, tel que φ1 co¨ıncide avec
f. En particulier l’e´quation gn = f a une solution pour tout n dans K.
– f est de type He´non ; nous ne pouvons pas re´soudre dans K l’e´quation gn = f
pour tout entier n.
Remarquons que si l’e´quation gn = f a, pour tout entier n, une solution dans K,
alors elle a une solution dans k = k. En effet, posons g =
∑
I gIz
I , f =
∑
J fJz
J ou`
I, J sont finis et fJ dans k
2 ; alors gn s’e´crit
∑
Pn,J(. . . , gI, . . .)z
J ou` Pn,J de´signe un
polynoˆme universel a` coefficients entiers. Re´soudre gn = f c’est re´soudre un nombre
fini d’e´quations du type
Pn,J(. . . , gI , . . .) = fJ ;
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ces e´quations ont une solution dans l’extension K de k donc dans k = k.
Ainsi nous disposons d’un crite`re pour distinguer un e´le´ment de type He´non d’un
automorphisme e´le´mentaire dans Aut[k2] : un e´le´ment de Aut[k2] est dit e´le´mentaire
si pour tout n l’e´quation gn = f a une solution, sinon f est de type He´non.
En reprenant la de´monstration du The´ore`me 1.1 nous obtenons le re´sultat annonce´.

5.2. Le semi-groupe des endomorphismes polynomiaux. Buzzard et Merenkov
re´pondent a` la meˆme question que Filipkiewicz dans un cadre un peu diffe´rent :
sous quelles conditions une varie´te´ complexe est-elle de´termine´e par son semi-groupe
d’endomorphismes ?
The´ore`me 1.17 ([12]). Soit M une varie´te´ complexe non re´duite a` un point.
Si ϕ : End(Cn) → End(M) est un morphisme de semi-groupes surjectif, ϕ est la
conjugaison par un diffe´omorphisme holomorphe ou anti-holomorphe de Cn sur M .
Soit ϕ : End(M) → End(Cn) un morphisme de semi-groupes surjectif. Supposons
que End(M) agisse doublement transitivement sur M ; alors ϕ est la conjugaison
par un diffe´omorphisme holomorphe ou anti-holomorphe de M sur Cn.
Reprenant certaines ide´es de´veloppe´es dans [12] et appliquant le The´ore`me 1.1,
nous obtenons le :
Corollaire 1.18. Soient K un corps de caracte´ristique nulle et End[K2] le semi-
groupe des endomorphismes polynomiaux du plan affine K2. Supposons que K soit
non de´nombrable ou de´nombrable et alge´briquement clos. Soit ϕ un isomorphisme
du semi-groupe End[K2] dans lui-meˆme ; il existe τ un automorphisme du corps K
et ψ dans Aut[K2] tels que, pour tout f dans End[K2], on ait :
ϕ(f) = τ(ψfψ−1).
De´monstration. L’isomorphisme ϕ induit un automorphisme de Aut[K2]. Le
The´ore`me 1.1 ou le Corollaire 1.16 (suivant que K est non de´nombrable ou de´nombra-
ble et alge´briquement clos) assure que, quitte a` composer ϕ par un automorphisme
de corps puis a` conjuguer par un automorphisme de K2, nous pouvons supposer que
la restriction de ϕ a` Aut[K2] est l’identite´.
Pour tout α dans K2, notons fα l’endomorphisme constant de K
2 qui vaut α. Nous
avons fα ◦ g = fα pour tout e´le´ment g de End[K2]. Cette e´galite´ implique que ϕ
envoie l’endomorphisme fα sur un endomorphisme constant fβ ; ceci de´finit une
application inversible ψ de K2 dans lui-meˆme telle que ϕ(fα) = fψ(α). A` partir de
l’e´galite´ g ◦ fα = fg(α) valable pour tout g dans End[K2] et tout α dans K2, nous
ve´rifions que ϕ(g) = ψgψ−1. La restriction de ϕ au groupe Aut[K2] e´tant l’identite´,
nous en de´duisons que ψ est trivial. 
CHAPITRE 2
SUR LES AUTOMORPHISMES DU GROUPE DE
CREMONA
La majeure partie de ce chapitre a fait l’objet d’un article a` paraˆıtre dans Com-
pos. Math. dans lequel nous de´crivons le groupe des automorphismes du groupe de
Cremona :
The´ore`me 2.1. Soit ϕ un automorphisme du groupe de Cremona. Il existe
un automorphisme τ du corps C et ψ dans Bir(P2(C)) tels que, pour toute transfor-
mation birationnelle f , on ait :
ϕ(f) = τ(ψfψ−1).
La premie`re partie du chapitre consiste a` de´crire les sous-groupes abe´liens maximaux
non de´nombrables de Bir(P2(C)) ; si G de´signe un tel groupe, nous avons l’alternative
suivante : ou bien G contient un e´le´ment de torsion, ou bien G pre´serve une fibra-
tion rationnelle. Dans le second paragraphe nous donnons la liste des sous-groupes
abe´liens maximaux laissant une fibration rationnelle invariante fibre a` fibre puis, au
§3, nous conside´rons le cas ou` la fibration n’est pas pre´serve´e fibre a` fibre. Dans
la quatrie`me partie nous montrons qu’un automorphisme de Bir(P2(C)) satisfaisant
certaines hypothe`ses laisse les groupes
{(x+α, y) | α ∈ C}, {(x, y+α) | α ∈ C}, {(αx, y) | α ∈ C∗} et {(x, αy) | α ∈ C∗}
invariants point par point ; nous en de´duisons que ϕ fixe l’involution de Cremona.
Puis nous donnons quelques conse´quences du The´ore`me 2.1 dont un e´nonce´ analogue
pour le semi-groupe des transformations rationnelles de P2(C)... Finalement, dans
une dernie`re partie, nous de´montrons quelques re´sultats de forme normale.
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1. FEUILLETAGES
1.1. Deux re´sultats de Cantat et Favre ([15]). Introduisons quelques nota-
tions et de´finitions. Si S est une surface complexe compacte, un feuilletage F sur
S est donne´ par une famille (Xi)i de champs de vecteurs holomorphes a` ze´ros isole´s
de´finis sur les ouverts Ui d’un recouvrement de S. Les champs Xi sont soumis a`
des conditions de compatibilite´ : il existe gij dans O∗(Ui ∩ Uj) tel que Xi co¨ıncide
avec gijXj sur Ui ∩ Uj. Notons qu’un champ de vecteurs me´romorphe non trivial
sur S de´finit un tel feuilletage. Soit S une surface projective munie d’un feuilletage
F ; nous de´signons par Bir(S,F) (resp. Aut(S,F)) le groupe des transformations
birationnelles (resp. holomorphes) laissant le feuilletage F invariant sur la surface
S. Ge´ne´riquement Bir(S,F) co¨ıncide avec Aut(S,F) et est fini ; Cantat et Favre
donnent la liste des feuilletages qui ne ve´rifient pas cette philosophie ([15]).
The´ore`me 2.2 ([15], the´ore`me 1.1). Soient S une surface projective et F un
feuilletage holomorphe singulier sur S tel que Aut(S,F) soit infini. Il existe alors au
moins un e´le´ment d’ordre infini ψ dans Aut(S,F) et nous sommes dans l’une des
situations suivantes :
– F est invariant par un champ de vecteurs holomorphe ;
– F est une fibration elliptique ;
– S est une surface de Kummer ge´ne´ralise´e, ψ se rele`ve en un automorphisme
d’Anosov ξ du tore et F est la projection sur S du feuilletage stable ou
instable de ξ.
The´ore`me 2.3 ([15], the´ore`me 1.2. et exemple 1.3.). Soit F un feuilletage sur
P2(C) tel que pour toute surface S et toute transformation birationnelle ξ de S
dans P2(C) nous ayons Aut(S, ξ∗F) ( Bir(S, ξ∗F). Alors Bir(P2(C),F) posse`de un
e´le´ment d’ordre infini et :
– soit il existe des entiers p, q, r et s tels qu’a` reveˆtement fini pre`s nous ayons
Bir(P2(C),F) = {(xpyq, xrys), (αx, βy) | α, β ∈ C∗};
– soit F est une fibration rationnelle.
1.2. Lemme fondamental. Le lemme qui suit s’ave`re fondamental ; il repose sur
un argument classique de ge´ome´trie analytique.
Lemme 2.4. Soit G un sous-groupe abe´lien non de´nombrable du groupe de
Cremona. Pour tout e´le´ment f de G il existe au moins un champ de vecteurs
me´romorphe non nul X sur P2(C) tel que f∗X = X. En particulier, tout e´le´ment f
de G pre´serve au moins un feuilletage holomorphe singulier de P2(C).
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De´monstration. Soit f = (f0 : f1 : f2) une transformation birationnelle ;
rappelons que deg f = deg fi. Puisque le groupe G n’est pas de´nombrable, il existe
un entier n tel que Gn = {f ∈ G | deg f = n} ne soit pas de´nombrable. Par suite,
l’adhe´rence de Zariski Gn
Z
de Gn dans
En = {f ∈ Bir(P2(C)) | deg f ≤ n}
est un ensemble alge´brique de dimension supe´rieure ou e´gale a` 1. Conside´rons un
e´le´ment f0 dans Gn tel que la dimension du germe (Gn
Z
, f0) soit supe´rieure ou e´gale a`
1 et f0 n’appartienne pas au lieu singulier de Gn
Z
. D’apre`s le the´ore`me des fonctions
implicites, il existe une application analytique non constante s 7→ fs du disque unite´
D dans Gn
Z
telle que
fs=0 = f0 et
∂fs
∂s
∣∣∣
s=0
6= 0.
Si m n’appartient pas au lieu d’inde´termination de f−10 posons :
X(m) :=
∂fs
∂s
∣∣∣
s=0
(f−10 (m)).
Ce champ X s’e´tend en un champ de vecteurs rationnel sur le plan projectif. Puisque
∂fs
∂s
∣∣∣
s=0
6= 0, le champ X n’est pas identiquement nul. Remarquons que les e´le´ments
de Gn
Z
sont des applications rationnelles qui commutent ; en particulier fs et f0
commutent pour tout s dans D. En de´rivant l’identite´ f0fsf
−1
0 (m) = fs(m) par
rapport a` s a` m fixe´, nous obtenons f0∗X = X.
A posteriori, si g est un e´le´ment quelconque de G, nous constatons, en conside´rant
le chemin gs = gf
−1
0 fs, que g laisse un champ rationnel invariant. 
Le Lemme 2.4 nous permet d’e´tablir la :
Proposition 2.5. Si G est un sous-groupe abe´lien non de´nombrable de Bir(P2(C)),
il ve´rifie l’une des conditions suivantes :
– tous les e´le´ments de G sont pe´riodiques ;
– G laisse un feuilletage invariant.
De´monstration. Soit f un e´le´ment non trivial de G ; notons χ(f) le C-espace
vectoriel de´fini par :
χ(f) = {X champ de vecteurs rationnel | f∗X = X}.
i. Si la dimension de χ(f) est 1, alors χ(f) = C.X et, pour tout g dans G, nous
avons g∗X = ζ(g)X ou` ζ(g) de´signe un e´le´ment de C∗ : le feuilletage induit par X
est donc invariant par G.
ii. Supposons que χ(f) soit de dimension 2. Si pour tout Y et Y˜ dans χ(f) il existe
une fonction rationnelle R telle que Y = RY˜ , notons X un e´le´ment fixe´ de χ(f) ;
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pour tout g dans G, le champ g∗X s’e´crit µ(g)X, ou` cette fois µ(g) est rationnelle. Le
feuilletage induit par X est donc invariant par G. Sinon nous obtenons un morphisme
ν : G → GL(χ(f)) ' GL2(C)
tel que g∗X = ν(g)X. L’image de G est abe´lienne donc triangulable ; il s’en suit
l’existence d’un vecteur propre commun a` tous les ν(g) produisant un feuilletage
invariant par G.
iii. Pour finir conside´rons le cas ou` dimχ(f) ≥ 3 ; choisissons X1, X2 et X3 trois
e´le´ments line´airement inde´pendants dans χ(f). Il existe ϕ1 et ϕ2 deux fonctions
rationnelles non toutes constantes telles que ϕ1X1 + ϕ2X2 + X3 = 0. Supposons
par exemple que ϕ1 soit non constante ; a` partir de X3 = −ϕ1X1 − ϕ2X2 nous
obtenons que ϕ1 est invariant par f . Nous avons alors l’alternative suivante : ou
bien f laisse plusieurs fonctions invariantes auquel cas f est pe´riodique, ou bien
f laisse une unique fonction invariante alors, par abe´lianite´, G laisse une fibration
invariante. 
Dore´navant nous supposerons que G est un sous-groupe abe´lien maximal non
de´nombrable du groupe de Cremona et que F est un feuilletage de P2(C) invariant
sous l’action de G.
1.3. Syme´trie des feuilletages. Dans cette partie nous allons montrer le the´ore`me
suivant :
The´ore`me 2.6. Soit G un sous-groupe abe´lien maximal non de´nombrable de
Bir(P2(C)). Il satisfait l’une des conditions suivantes :
– G posse`de un e´le´ment de torsion ;
– G est conjugue´ a` un sous-groupe de J.
La preuve repose en particulier sur certains re´sultats de Cantat et Favre (voir
[15]).
1.3.1. Automorphismes des surfaces minimales. Supposons qu’il existe une sur-
face S et une transformation birationnelle ξ de S dans P2(C) telles que Aut(S, ξ∗F) =
Bir(S, ξ∗F). Puisque Aut(S, ξ∗F) est infini et G non de´nombrable, nous pouvons sup-
poser (The´ore`me 2.2) que ξ∗F est invariant par un champ holomorphe X sur S. Il
existe alors, toujours d’apre`s [15], un morphisme birationnel ψ de S vers un mode`le
minimal S˜ de S tel que G˜ = ψgψ−1(G) soit un sous-groupe de Aut(S˜).
Les surfaces rationnelles minimales sont P1(C) × P1(C), le plan projectif P2(C)
et les surfaces de Hirzebruch Fn avec n ≥ 2. Rappelons que, pour n ≥ 2, le groupe
des automorphismes de la n-ie`me surface de Hirzebruch Fn est, dans la carte affine
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(x, y), du type (voir [1] chapitre 5, [33])
(7){(
αx+ f(y)
(cy + d)n
,
ay + b
cy + d
)
|
(
a b
c d
)
∈ PGL2(C), α ∈ C∗, f ∈ C[y], deg f ≤ n
}
.
Notons
E(2)n = {(x+ P (y), y) | P ∈ C[y], degP ≤ n},
T = {(x+ α, y + β) | α, β ∈ C} le groupe des translations,
D = {(αx, βy) | α, β ∈ C∗} le groupe diagonal
et D1 le groupe {(αx, y) | α ∈ C∗}.
Un e´le´ment f de Aut(Fn) permute les fibres de la fibration y = cte ; il induit donc un
isomorphisme de la base P1(C), i.e. un e´le´ment νf de PGL2(C). Soit pi le morphisme
qui a` f associe νf . Si H de´signe un sous-groupe de Aut(Fn), posons H0 := H∩ ker pi.
Rappelons que si H est un sous-groupe abe´lien de PGL2(C), alors H est, a` conjugai-
son pre`s, un groupe de translations, d’homothe´ties ou le groupe a` quatre e´le´ments
{y,−y, 1/y,−1/y} = 〈−y, 1/y〉.
Remarque 3. Le groupe E
(2)
n est un sous-groupe abe´lien maximal de Aut(Fn).
En effet, un e´le´ment g de Aut(Fn) commute a` (x + 1, y) si et seulement s’il s’e´crit :
(x+ f(y), ay + b) ;
la commutation de g et (x+ y, y) implique alors que g appartient a` E
(2)
n .
Proposition 2.7. Soient S une surface rationnelle minimale et H un sous-
groupe abe´lien maximal non de´nombrable de Aut(S). Alors nous sommes dans l’une
des situations suivantes :
– H contient un e´le´ment de torsion ;
– H co¨ıncide, a` conjugaison dans Aut(S) pre`s, avec E
(2)
n ;
– H est, a` conjugaison dans Aut(S) pre`s, le groupe des translations ;
– H est contenu, a` conjugaison birationnelle pre`s, dans :
{(αx+ β, γy) | α, γ ∈ C∗, β ∈ C}.
Avant de donner la preuve de la Proposition 2.7 mentionnons le :
Corollaire 2.8. Soient S une surface rationnelle minimale etH un sous-groupe
abe´lien non de´nombrable de Aut(S) maximal dans Bir(S). Alors H ve´rifie, a` conju-
gaison pre`s, l’une des conditions suivantes :
– H contient un e´le´ment de torsion ;
– H co¨ıncide avec E
(2)
n ;
– H est le groupe des translations.
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La preuve de la Proposition 2.7 est longue ; nous raisonnons suivant la nature de
S et celle du sous-groupe abe´lien pi(H) de PGL2(C).
De´monstration. Le cas S = P1(C) × P1(C) est e´le´mentaire car son groupe
d’automorphismes est
(PGL2(C)× PGL2(C)) o (y, x).
Si S = P2(C), alors Aut(S) = PGL3(C) donc H est, a` conjugaison pre`s, l’un des
groupes suivants :
D, T, {(x+ α, βy) | α ∈ C, β ∈ C∗}, {(αx+ βy, αy) | α ∈ C∗, β ∈ C} ;
remarquons que si H n’est pas conjugue´ a` T, il contient un e´le´ment de torsion.
De´sormais S est une surface de Hirzebruch Fn avec n ≥ 2 ; nous allons raisonner
en distinguant les cas ou` pi(H) est trivial, fini ou infini.
Lemme 2.9. SoitH un sous-groupe abe´lien maximal non de´nombrable de Aut(Fn)
tel que pi(H) soit trivial. Alors H co¨ıncide avec E
(2)
n .
De´monstration du lemme 2.9. Deux applications (αx + P (y), y) et (βx +
Q(y), y) commutent si et seulement si
(α− 1)Q(y) = (β − 1)P (y).
Si H contient un e´le´ment non trivial du type (x + P (y), y), alors H est contenu
dans E
(2)
n ; par maximalite´ (Remarque 3), nous avons : H = E
(2)
n . Sinon soit f =
(αx + P (y), y) avec α 6= 1 ; a` conjugaison pre`s par
(
x + P (y)
1−α , y
)
, la transformation
f s’e´crit (αx, y). Apre`s cette modification, nous avons par abe´lianite´ H = D1 mais
le groupe D1 n’est pas maximal. 
Lemme 2.10. Soit H un sous-groupe abe´lien maximal non de´nombrable de
Aut(Fn) tel que pi(H) soit fini non trivial. Alors H contient au moins un e´le´ment de
torsion.
De´monstration du lemme 2.10. L’e´tude du cas ou` pi(H) est trivial assure
que H0 est, a` conjugaison pre`s, un sous-groupe de E
(2)
n ou D1.
a. Conside´rons le cas ou` pi(H) est, a` conjugaison pre`s, le groupe 〈−y, 1/y〉.
Remarquons qu’alors les e´le´ments de H \ H0 sont de la forme (αx + f(y),−y) ou(
αx+f(y)
yn
, 1
y
)
(voir (7)). Puisque H n’est pas de´nombrable, il en est de meˆme pour
H0.
Supposons que H0 soit contenu dans D1. Un e´le´ment (αx, y) de H0 commute a`(
γx+R(y)
yn
, 1
y
)
si et seulement si (α − 1)R(y) = 0 ; puisque H0 est non de´nombrable,
R est nul. De meˆme, par abe´lianite´ de H, nous obtenons que tout e´le´ment g de H
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tel que pi(g) = −y s’e´crit (βx,−y). Ainsi, par maximalite´, H0 = D1 ; le groupe H
contient donc des e´le´ments de torsion.
Si H0 est un sous-groupe de E
(2)
n , fixons f = (x +Q(y), y) dans H0 \ {id}. Le carre´
d’un e´le´ment g de H tel que pi(g) = −y appartient a` H0 ; en particulier g s’e´crit
(βx + P (y),−y) avec β = ±1. Si β = 1 (resp. −1), la commutation de g avec f
implique que Q est pair (resp. impair). Le groupe H0 e´tant non trivial ou bien tous
les e´le´ments h de H tels que pi(h) = −y sont du type (x+P (y),−y), ou bien du type
(−x+P (y),−y). Supposons que nous soyons dans la premie`re e´ventualite´. E´crivons
g sous la forme :
(x+ P1(y
2) + yP2(y
2),−y) ;
alors g2 = (x+2P1(y
2), y) appartient a` H0. En utilisant la maximalite´ de H on peut
ve´rifier que (x− P1(y2), y) est aussi dans H0 (il suffit de constater que tout e´le´ment
dont la projection par pi est 1
y
et qui commute a` g2 commute a` (x− P1(y2), y)). Par
suite l’e´le´ment pe´riodique (x+ yP2(y
2),−y) est dans H. Un raisonnement analogue
permet de conclure lorsque tous les e´le´ments h de H satisfaisant pi(h) = −y sont de
la forme (−x + P (y),−y). Le cas β = −1 se traite de la meˆme fac¸on.
b. E´tudions l’e´ventualite´ suivante : pi(H) est engendre´ par αy avec α d’ordre fini q.
Notons que H0 n’est pas de´nombrable.
Si H0 est un sous-groupe de D1, alors H n’est pas maximal : comme pre´ce´demment
nous obtenons que H est strictement inclus dans D.
Supposons que H0 soit contenu dans E
(2)
n . Les transformations g = (γx + R(y), αy)
et f = (x+ p0 + p1y + . . .+ pny
n, y) commutent si et seulement si :
(γ − αj)pj = 0 ∀ 0 ≤ j ≤ n;
puisque H0 est non trivial, il existe un entier ` tel que γ = α
`. La condition de
commutation assure que pj ne peut eˆtre non nul que s’il existe un entier m tel que
j = `+mq ; par maximalite´ :
H0 = {(x+ y`P (yq), y) | P ∈ C[y], (degP )q + ` ≤ n}.
Quitte a` composer g par un e´le´ment de H0, il s’e´crit :
(α`x+ r0(y
q) + yr1(y
q) + . . .+ y`−1r`−1(yq) + y`+1r`+1(yq) + . . .+ yq−1rq−1(yq), αy) ;
une telle transformation est pe´riodique de pe´riode q. 
Lemme 2.11. Soit H un sous-groupe abe´lien maximal non de´nombrable de
Aut(Fn) tel que pi(H) soit infini. Alors H ve´rifie l’une des proprie´te´s suivantes :
– H contient un e´le´ment de torsion ;
– H est contenu dans {(αx + β, y + γ) | α ∈ C∗, β, γ ∈ C} a` conjugaison bira-
tionnelle pre`s.
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De´monstration du lemme 2.11. L’e´tude du cas pi(H) trivial assure que H0
est, a` conjugaison pre`s, un sous-groupe de E
(2)
n ou D1.
a. Supposons que pi(H) soit, a` conjugaison pre`s, un groupe infini de racines de
l’unite´.
Notons qu’alors, toujours d’apre`s (7), les e´le´ments de H \ H0 s’e´crivent (αx +
f(y), βy). Ici encore H0 n’est pas de´nombrable.
Si H0 est contenu dans D1, nous pouvons choisir un e´le´ment d’ordre infini (ζx, y)
dans H0 ; il commute a` la transformation (tx+ P (y), βy) de H \H0 si et seulement
si P ≡ 0. Ainsi H est un sous-groupe du groupe diagonal et n’est donc pas maximal
(de´nombrabilite´ de pi(H)).
Supposons que H0 soit inclus dans E
(2)
n ; soient f = (x + p0 + p1y + . . . + pny
n, y)
dans H0 \ {id} et g = (αx+ a(y), βy) dans H \H0. Les e´le´ments f et g commutent
si et seulement si :
(α− βj)pj = 0 ∀ 0 ≤ j ≤ n.
Comme pi(H) est infini, nous pouvons choisir g de sorte que β soit d’ordre strictement
supe´rieur a` n ; par suite il existe un unique entier 0 ≤ k ≤ n tel que α − βk = 0.
Nous en de´duisons que H0 est un sous-groupe de {(x+ εyk, y) | ε ∈ C} et que g est
du type (βkx+ a(y), βy) ; par maximalite´ :
H0 = {(x+ εyk, y) | ε ∈ C}.
Quitte a` composer g par un e´le´ment de H0, le coefficient d’ordre k de a est nul. No-
tons q la pe´riode de β ; alors gq est de la forme (x+εyk, y). Mais ε est ne´cessairement
nul puisque le coefficient d’ordre k de a vaut 0 ; autrement dit H posse`de un e´le´ment
de torsion.
b. Conside´rons l’e´ventualite´ suivante : pi(H) est un groupe de translations.
Nous pouvons nous ramener au cas ou` y+1 appartient a` pi(H). Conside´rons dans H
un e´le´ment f du type (tx+P (y), y+1) ; e´crivons P sous la forme : p0+p1y+. . .+pny
n.
Si t 6= 1, posons qn := pnt−1 et pour j ≤ n− 1 :
qj :=
1
t− 1
(
pj +
n∑
k=j+1
{
j
kqk
)
.
A` conjugaison pre`s par (x +
∑n
j=0 qjy
j, y), nous avons f = (tx, y + 1). Un e´le´ment
(sx +R(y), y + γ) de H commute a` f si et seulement si R = 0 ; ainsi :
H = {(αx, y + β) | α ∈ C∗, β ∈ C}
donc H contient des e´le´ments pe´riodiques.
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Si t = 1, posons qn := − pnn+1 et
qj := − 1
j + 1
(
pj +
n∑
k=j+1
{
j
k+1qk
)
pour tout 0 ≤ j ≤ n− 1 ; a` conjugaison birationnelle pre`s par (x+∑nj=0 qjyj+1, y),
la transformation f s’e´crit (x, y+1). Un e´le´ment de H qui commute a` f est du type
(sx + µ, y + ζ). Par suite, H est contenu, a` conjugaison birationnelle pre`s, dans :
{(αx+ β, y + γ) | α ∈ C∗, β, γ ∈ C}.
c. Finalement e´tudions le cas ou` pi(H) est un sous-groupe d’homothe´ties contenant
un e´le´ment ζy d’ordre infini.
Soit f = (tx + p0 + p1y + . . .+ pny
n, ζy) dans H ; si, pour tout 0 ≤ j ≤ n, le terme
t− ζj est non nul, alors, a` conjugaison pre`s par :(
x+
n∑
j=0
pj
t− ζj y
j, y
)
,
la transformation f est de la forme (tx, ζy). Un e´le´ment de H qui commute a` (tx, ζy)
est du type (sx+ η, µy) ; autrement dit H est un sous-groupe abe´lien maximal non
de´nombrable de :
{(αx+ β, γy) | α, γ ∈ C∗, β ∈ C}.
Par suite, H co¨ıncide, a` conjugaison pre`s, avec {(x + α, βy) | α ∈ C, β ∈ C∗} ou
avec le groupe diagonal ; ces deux groupes contiennent des e´le´ments de torsion.
Reste a` traiter le cas ou` il existe un entier j0 tel que t = ζ
j0 ; puisque ζ n’est pas
racine de l’unite´, j0 est unique. Quitte a` conjuguer f par
x + n∑
j=0
j 6=j0
pj
t− ζj y
j, y


et par l’homothe´tie (x, pj0y) si pj0 6= 0, nous pouvons supposer que f s’e´crit (ζ j0x+
υyj0, ζy) ou` υ ∈ {0, 1}. Un calcul montre qu’un e´le´ment g de H commute a` f si et
seulement si g = (βj0x+ υ′yj0, βy). Donc :
H = {(αj0x+ εyj0, αy) | α ∈ C∗, ε ∈ C};
notons que H contient des e´le´ments de torsion. 
Ces trois lemmes e´puisent tous les cas possibles lorsque S est une surface de Hir-
zebruch ; ceci ache`ve la de´monstration de la proposition. 
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1.3.2. Cas restants. Lorsque la situation 1.3.1 n’a pas lieu, le The´ore`me 2.3 as-
sure que nous avons, a` conjugaison pre`s, l’alternative suivante :
(i) il existe des entiers p, q, r et s tels que, a` reveˆtement fini pre`s, nous ayons :
Bir(P2(C),F) = {(xpyq, xrys), (αx, βy) | α, β ∈ C∗};
(ii) F est une fibration rationnelle.
(i) Un sous-groupe abe´lien maximal non de´nombrable G de Bir(P2(C),F) est alors
le groupe diagonal ou le groupe suivant :
{(xpyq, xrys), (αx, βy) | α, β ∈ C∗, α = αpβq, β = αrβs}.
Si G est conjugue´ a` D, il contient des e´le´ments de torsion. E´tudions le second cas ;
puisque G n’est pas de´nombrable, il ne peut se re´duire au groupe engendre´ par
(xpyq, xrys). Il existe donc un e´le´ment non trivial dans G du type (ζx, µy) et satis-
faisant ζ = ζpµq et µ = ζrµs ; pour tout ρ, la transformation (ζρx, µρy) ve´rifie ces
e´galite´s donc appartient a` G. Soit ρ tel que ζρ = i ; alors µρ = exp
(
ipi 1−p
2q
)
est aussi
racine de l’unite´ : (ζρx, µρy) est un e´le´ment de torsion de G. Le groupe G contient
donc des e´le´ments de torsion de tout ordre.
(ii) Le groupe G est, a` conjugaison pre`s, contenu dans le groupe de Jonquie`res :
c’est l’objet du §3.
2. LE GROUPE J0
2.1. De´finitions et notations. Un e´le´ment f du groupe de Jonquie`res permute
les fibres de la fibration y = cte et par suite induit un isomorphisme de la base
P1(C), i.e. un e´le´ment νf de PGL2(C) ; notons pi le morphisme qui a` f associe νf .
Posons G0 := (ker pi) ∩ G. Si fS est une famille d’e´le´ments de G, alors 〈fS〉 est le
groupe engendre´ par la famille fS.
Introduisons les cinq types de sous-groupes abe´liens de J0 ' PGL2(C(y)) sui-
vants :
– Ja = {(x + a(y), y) | a ∈ C(y)} ;
– Jm = {(a(y)x, y) | a ∈ C(y)∗} ;
– pour tout F dans C(y) qui n’est pas un carre´ : JF =
{(
a(y)x+F (y)
x+a(y)
, y
)
| a ∈ C(y)
}
;
– pour tous C et F dans C(y) tels que F ne soit pas un carre´ :
ICF = 〈
(
F (y)
x
, y
)
,
(
C(y)x− F (y)
x− C(y) , y
)
〉 ;
– et enfin IB = 〈(−x, y),
(
1
B(y)x
, y
)
〉 pour tout B dans C(y)∗.
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Remarques 4. (i) Si F e´tait un carre´, le groupe JF correspondant serait conjugue´
a` Jm.
(ii) Les groupes ICF et IB ont quatre e´le´ments.
(iii) Chaque e´le´ment du groupe JF laisse la courbe hyperelliptique x
2 = F (y)
invariante ; une fac¸on de distinguer ces diffe´rents groupes est de conside´rer leurs
courbes de points fixes. Par analogie avec PGL2(R), le groupe Ja est dit parabolique,
Jm hyperbolique et JF elliptique.
Dans la suite, ψ(a, b, c, d; ν(y)) de´signe l’e´le´ment
(
a(y)x+b(y)
c(y)x+d(y)
, ν(y)
)
du groupe de
Jonquie`res.
2.2. Centralisateurs. Comme souvent en the´orie des groupes, des calculs effectifs
de centralisateurs s’ave`rent ne´cessaires.
Lemme 2.12. Le centralisateur dans J0 d’un e´le´ment non trivial de Ja est Ja.
Le centralisateur dans J0 d’un e´le´ment non trivial de Jm distinct de (−x, y) est Jm.
Le centralisateur dans J0 d’un e´le´ment non trivial de JF distinct de (F (y)/x, y)
est JF .
Le centralisateur dans J0 de (−x, y) est :{
(a(y)x, y),
(
1
b(y)x
, y
)
| a, b ∈ C(y)∗
}
.
Le centralisateur dans J0 de (F (y)/x, y), ou` F de´signe un e´le´ment de C(y)
∗ qui n’est
pas un carre´, est :{(
a(y)x+ F (y)
x + a(y)
, y
)
,
(
b(y)x− F (y)
x− b(y) , y
)
, (−x, y) | a, b ∈ C(y)
}
.
La de´monstration de ce lemme est purement calculatoire.
Proposition 2.13. Soit H un sous-groupe abe´lien de J0. Alors H est, a` conju-
gaison pre`s, un sous-groupe de Ja, Jm, JF , IB ou I
C
F . Les groupes Ja, Jm et JF sont
des sous-groupes abe´liens maximaux de J ; tous sont maximaux dans J0.
De´monstration. 1. Commenc¸ons par montrer que les groupes Ja, Jm et JF
(resp. IB et I
C
F ) sont maximaux dans J (resp. J0).
Soit f dans le groupe de Jonquie`res ; supposons que f commute a` Ja. En e´crivant
la commutation de f avec (x + yk, y) pour tout k ≥ 0, nous obtenons que f est
contenu dans Ja.
Soit f un e´le´ment du groupe de Jonquie`res commutant aux e´le´ments de Jm. Alors
f appartient a` Jm : il suffit d’e´crire, par exemple, la commutation de f avec les
transformations (2x, y) et (yx, y). Ainsi Jm est maximal dans J.
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Chaque groupe JF est maximal dans J. En effet, soit f un e´le´ment du groupe de
Jonquie`res ; f commute aux e´le´ments ψ(a, F, 1, a; y) de JF si et seulement si les
points fixes (x, y) de f sont donne´s par x2 = F (y) et
a2(y)F (pi(f)) = a2(pi(f))F (y)
pour tout a dans C(y). Ainsi les fonctions rationnelles a2/F sont toutes invariantes
par pi(f) qui est donc ne´cessairement trivial. Ceci implique que f appartient a` J0 ;
un calcul direct montre alors que f est dans JF .
Le groupe IB est un sous-groupe abe´lien maximal de J0. Ceci re´sulte du Lemme 2.12
et du fait que IB est le centralisateur dans J0 de
(
1
B(y)x
, y
)
.
De meˆme, puisque les e´le´ments ψ(b, F, 1, b; y) et ψ(a,−F, a,−a; y) commutent si et
seulement si b ≡ 0, le Lemme 2.12 assure que ICF est abe´lien maximal dans J0.
2. Montrons que Ja, Jm, JF , IB et I
C
F sont, a` conjugaison pre`s, les seuls sous-groupes
abe´liens maximaux de J0 ' PGL2(C(y)).
Fixons un e´le´ment non trivial g = ψ(a, b, c, d; y) d’un sous-groupe abe´lien maximal
H de J0. Quitte a` faire un changement de coordonne´es, nous pouvons supposer que
g s’e´crit sous forme normale : (
α(y)x+ β(y)
γ(y)x+ α(y)
, y
)
.
2.a. Lorsque α est nul, g s’e´crit ψ(0, F, 1, 0; y) ou` F (y) = β(y)/(γ(y)x).
Si F n’est pas un carre´, le Lemme 2.12 assure qu’une transformation h de H qui
commute a` g est de l’un des types suivants :
(−x, y), ψ(a, F, 1, a; y) ou ψ(a,−F, 1,−a; y).
Si h = (−x, y), alors, toujours d’apre`s le Lemme 2.12, le groupe H co¨ıncide avec I1/F .
Sinon suivant que H contient un e´le´ment de la forme ψ(C, F, 1, C; y), avec C 6≡ 0,
ou non, nous obtenons H = JF ou H = I
C
F .
Si F s’e´crit F˜ 2, alors g est conjugue´, via ψ(−F˜ ; F˜ , 1, 1; y), a` (−x, y). Nous obtenons
alors les groupes IB ou Jm.
2.b. Etudions le cas ou` α 6= 0, autrement dit le cas ou` g est du type ψ(1, b, c, 1; y).
Si c ≡ 0, alors g appartient a` Ja et le Lemme 2.12 assure que H = Ja. Si c est non
nul, alors g s’e´crit ψ(1/c, b/c, 1, 1/c; y). Supposons que b/c ne soit pas un carre´ ; g
appartient a` Jb/c et le Lemme 2.12 assure que H co¨ıncide avec Jb/c. Si b/c est un
carre´, alors g est, a` conjugaison pre`s, dans Jm ; d’apre`s le Lemme 2.12 nous avons,
a` conjugaison pre`s, H = Jm ou H = IB. 
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2.3. Proprie´te´s de Ja. Voici deux proprie´te´s de Ja qui vont nous permettre de le
distinguer des autres sous-groupes abe´liens maximaux non de´nombrables du groupe
de Cremona :
– Ja ne contient pas d’e´le´ment de torsion ;
– le groupe non virtuellement re´soluble
{(a(y)x+ b(y), ν(y)) | a ∈ C(y)∗, b ∈ C(y), ν ∈ PGL2(C)}
agit par conjugaison sur Ja.
Remarque 5. Les groupes Jm et JF ne sont pas isomorphes a` Ja car ils contiennent
des e´le´ments de torsion.
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Commenc¸ons par remarquer le fait suivant :
Lemme 2.14. Les groupes ϕ(Ja) et T ne sont pas conjugue´s.
De´monstration. Un calcul e´le´mentaire montre que tout sous-groupe de Bir(P2(C))
agissant par conjugaison sur T est contenu dans le groupe affine :
Aff = {(ax + by + c, dx+ ey + f) | a, b, c, d, e, f ∈ C, ae− bd 6= 0}.
Supposons que ϕ(Ja) et T soient conjugue´s, alors
ϕ({(x, ν(y)) | ν ∈ PGL2(C)}) ' PSL2(C) ↪→ Aff.
Comme PSL2(C) est simple, PSL2(C) s’injecte dans :
H = [Aff,Aff] = {(ax + by + c, dx+ ey + f) | a, b, c, d, e, f ∈ C, ae− bd = 1} ;
notons j cette injection. Soient q : H → SL2(C) l’application « partie line´aire » et
p : SL2(C) → PSL2(C)
la projection canonique. Si p ◦ q e´tait trivial, alors j(PSL2(C)) serait me´tabe´lien ce
qui est impossible donc p◦q n’est pas trivial. Par simplicite´ de PSL2(C), l’application
p ◦ q ◦ j est injective ; il en re´sulte que q ◦ j : PSL2(C) → SL2(C) aussi, ce qui est
impossible. 
Le but de cette partie est de de´montrer le the´ore`me suivant.
The´ore`me 2.15. Soit G un sous-groupe abe´lien maximal non de´nombrable du
groupe de Jonquie`res. Le groupe G ve´rifie l’une des proprie´te´s suivantes :
– G contient un e´le´ment de torsion ;
– G est conjugue´ a` Ja ;
– G est conjugue´ a` T ;
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– tout sous-groupe de Bir(P2(C)) agissant par conjugaison sur G est virtuellement
re´soluble.
Remarquons que si pi(G) est trivial, le The´ore`me 2.15 est une conse´quence de la
Proposition 2.13.
Nous de´duisons des The´ore`mes 2.6, 2.15, du Lemme 2.14, de la Remarque 5 et des
proprie´te´s de Ja (§2.3) le :
Corollaire 2.16. Soit G un sous-groupe abe´lien maximal non de´nombrable du
groupe de Jonquie`res. Si G est isomorphe a` Ja, alors G est conjugue´ a` Ja.
Les e´nonce´s qui suivent sont des re´sultats techniques auxquels nous nous re´fe´rerons
souvent.
Lemme 2.17. Soit G un sous-groupe abe´lien maximal non de´nombrable du groupe
de Jonquie`res tel que G0 soit un sous-groupe non trivial de Jm. Alors G contient
un e´le´ment de torsion.
De´monstration. Soient g = (a(y)x, y) un e´le´ment non trivial de G0 et f =
(f1, f2) dans G. La condition de commutation de f et g implique que f1 est du type
b(y)x ou de la forme 1
b(y)x
; ceci permet de remarquer que (−x, y) commute a` f . Par
maximalite´ l’involution (−x, y) appartient a` G. 
Lemme 2.18. Une transformation birationnelle qui commute a` (x + 1, y) et
(x, y + 1) est du type (x+ a, y + b).
Une transformation birationnelle qui commute a` (x + 1, y) et (x + y, y) est de la
forme (x+ a(y), y).
De´monstration. Soit f = (f1, f2) une transformation birationnelle ; suppo-
sons que f commute a` (x + 1, y). En particulier f2(x + 1, y) = f2(x, y), i.e. f2 ne
de´pend que de y. On a aussi f1(x + 1, y) = f1(x, y) + 1 d’ou`
∂f1
∂x
(x+ 1, y) =
∂f1
∂x
(x, y) ;
par suite ∂f1
∂x
= a(y) et f1 est de la forme a(y)x+ b(y). En re´e´crivant l’e´galite´
f1(x+ 1, y) = f1(x, y) + 1,
on obtient que a est constante et vaut 1. Finalement f s’e´crit (x+ b(y), f2(y)).
Soit f une transformation birationnelle qui commute a` (x+1, y) et (x, y+1). D’apre`s
ce qui pre´ce`de la commutation avec (x + 1, y) assure que f est de la forme (x +
b(y), f2(y)). De plus,
b(y) = b(y + 1) et f2(y) + 1 = f2(y + 1).
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La premie`re e´galite´ assure que b est constante ; la seconde entraˆıne que f ′2(y) est
constante autrement dit que f2(y) = cy+ b. On constate alors que f2(y) = f2(y+1)
implique c = 1. Il en re´sulte que f = (x + a, y + b).
Soit f une transformation birationnelle commutant a` (x + 1, y) et (x + y, y). On a
vu que f est du type (x+ b(y), f2(y)). La commutation de f et (x+ y, y) conduit a` :
x+ y + b(y) = x + b(y) + f2(y),
soit f2(y) = y. Ainsi f = (x+ b(y), y). 
Lemme 2.19. Soit G un sous-groupe abe´lien maximal non de´nombrable de J tel
que pi(G) soit infini et G0 un sous-groupe non trivial de Ja. Apre`s conjugaison par
un e´le´ment de Jm nous pouvons supposer que :
(i) (x+ 1, y) appartient a` G0 ;
(ii) G est contenu dans {(x+ b(y), ν(y)) | b ∈ C(y), ν ∈ pi(G)} ;
(iii) G0 = {(x+a(y), y) | a ∈ C(y)pi(G)} ou` C(y)pi(G) de´signe le corps des fonctions
rationnelles invariantes par pi(G).
De´monstration. (i) Par hypothe`se G0 contient une transformation du type
(x + b(y), y) avec b 6≡ 0 qui, a` conjugaison pre`s par (b(y)x, y), s’e´crit (x+ 1, y).
(ii) Une transformation birationnelle qui commute a` (x+ 1, y) est de la forme (x+
b(y), ν(y)) avec b dans C(y) et ν dans PGL2(C) (voir de´monstration du Lemme 2.18).
(iii) Soient (x+ a(y), y) un e´le´ment de G0 et (x+ b(y), ν(y)) un e´le´ment de G \ G0 ;
la commutation de ces deux transformations conduit a` l’e´galite´ a(y) = a(ν(y)). 
3.1. Cas pi(G) fini non trivial. Ici nous pouvons supposer, a` conjugaison pre`s, que
pi(G) = 〈−y, 1/y〉 ou que pi(G) = 〈αy〉 avec α racine q-ie`me de l’unite´.
Proposition 2.20. Soit G un sous-groupe abe´lien maximal non de´nombrable
du groupe de Jonquie`res tel que pi(G) = 〈−y, 1/y〉. Alors G contient un e´le´ment
de torsion.
De´monstration. Si G0 est un sous-groupe de Jm, le Lemme 2.17 permet de
conclure.
Nous allons distinguer deux e´ventualite´s : celle ou` G0 est un sous-groupe de Ja et
celle ou` c’est un sous-groupe de JF .
Lemme 2.21. Soit G un sous-groupe abe´lien maximal non de´nombrable de J tel
que G0 soit contenu dans Ja et pi(G) soit le groupe a` quatre e´le´ments 〈−y, 1/y〉. Alors
G contient un e´le´ment de torsion et a` conjugaison pre`s
G = 〈(x,−y), (x, 1/y), (x + c(y2 + 1/y2), y) | c ∈ C(y)〉.
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De´monstration. Adoptons les notations suivantes
H1 := 〈−y〉, h1(y) := −y, η1(y) := y2, H2 := 〈1/y〉, h2(y) := 1/y et η2(y) := y+1/y.
Les fonctions ηi sont invariantes sous l’action des Hi ; toute fonction invariante par
le groupe 〈−y, 1/y〉 se factorise dans y2 + 1/y2.
En e´crivant qu’un e´le´ment de G0 et un e´le´ment de pi
−1(Hi) \ G0 commutent, puis
que deux transformations de pi−1(Hi) \ G0 commutent, nous obtenons
pi−1(Hi) = {(x+ c(ηi(y)), y), (x + bi(y) + r(ηi(y)), hi(y)) | c ∈ Θi, r ∈ Θ˜i},
ou` Θi, Θ˜i de´signent deux sous-groupes additifs de C(y) et bi un e´le´ment fixe´ de C(y).
Par maximalite´ de G nous avons
G0 = pi
−1(H1 ∩H2) = {(x + c(y2 + 1/y2), y) | c ∈ C(y)} ;
en particulier Θi = C(y).
Soit f = (x + b1(y) + r(y
2),−y) dans pi−1(H1) \ G0 ; e´crivons b1 sous la forme
b˜1(y
2) + yb1(y
2). Quitte a` conjuguer f par(
x+ yb1(y
2)/2, y
)
,
nous pouvons supposer que f est du type (x + e(y2),−y) ; une telle conjugaison
n’a pas d’effet sur le noyau et laisse pi−1(H2) invariant. La transformation f 2 =
(x + 2e(y2), y) est dans G0 donc e se factorise dans y
2 + 1/y2. Ainsi
(x,−y) = (x− 2e(y2 + 1/y2), y) ◦ f
appartient a` pi−1(H1) : le groupe G posse`de donc au moins un e´le´ment de torsion.
Nous pouvons montrer, de la meˆme fac¸on, que (x, 1/y) appartient a` G ; en effet,
(x, 1/y) est conjugue´ a` (x,−y) via
(
x, y+1
y−1
)
. 
Lemme 2.22. Soit G un sous-groupe abe´lien maximal non de´nombrable du groupe
de Jonquie`res. Supposons que G0 soit inclus dans JF et pi(G) soit le groupe
〈−y, 1/y〉 ; alors G contient un e´le´ment de torsion.
De´monstration. Avec les notations du Lemme 2.21, un e´le´ment de G0 et une
transformation de pi−1(Hi \ G0) commutent si et seulement s’ils s’e´crivent
ψ(`(ηi(y)), F (ηi(y)), 1, `(ηi(y)); y) et ψ(a, b(y)F (ηi(y)), b, a; hi(y)).
Ceci e´tant valable pour i = 1, 2, nous en de´duisons que F et ` se factorisent dans
y2 + 1/y2. Par maximalite´ de G, nous obtenons
G0 =
{(
`(y2 + 1/y2)x+ F (y2 + 1/y2)
x+ `(y2 + 1/y2)
, y
)
| ` ∈ C(y)
}
;
le groupe G contient donc l’e´le´ment de torsion(
F (y2 + 1/y2)
x
, y
)
.
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
La de´monstration est termine´e : nous avons e´puise´ tous les cas possibles. 
Proposition 2.23. Soit G un sous-groupe abe´lien maximal non de´nombrable
du groupe de Jonquie`res tel que pi(G) = 〈αy〉 avec α e´le´ment d’ordre q > 1. Alors
G contient un e´le´ment de torsion.
De´monstration. Si G0 est un sous-groupe de Jm, le Lemme 2.17 permet de
conclure. Pre´cisons toutefois un re´sultat de forme normale.
Lemme 2.24. Soit G un sous-groupe abe´lien maximal non de´nombrable de J.
Supposons que G0 soit contenu dans Jm et pi(G) soit engendre´ par αy avec α e´le´ment
d’ordre q > 1. Alors G est, a` conjugaison pre`s, l’un des groupes suivants :
〈(b(yq)x, y), (a(y)x, αy) | b ∈ C(y)∗〉,
〈(b(y)x, y),
(
1
a(y)x
, αy
)
| b ∈ C(y)∗, b(y)b(αy) ≡ 1〉,
ou` a de´signe un e´le´ment de C(y)∗.
De´monstration. Fixons un e´le´ment non trivial g = (b(y)x, y) dans G0. Une trans-
formation f de G telle que pi(f) = αy commute a` g si et seulement si nous sommes
dans l’une des situations suivantes :
– f = (a(y)x, αy) et g = (b(yq)x, y) ;
– f =
(
1
a(y)x
, αy
)
et b ve´rifie l’e´galite´ b(y)b(αy) = 1.
Tout e´le´ment de G \ G0 s’e´crit comme la compose´e d’une transformation de G0 et
d’un ite´re´ de f . Par suite si f est du type (a(y)x, αy), alors, par maximalite´, nous
avons
G = 〈(b(yq)x, y), (a(y)x, αy) | b ∈ C(y)∗〉;
dans le cas ou` f est de la forme
(
1
a(y)x
, αy
)
, nous constatons qu’a` conjugaison pre`s
G = 〈(b(y)x, y),
(
1
a(y)x
, αy
)
| b ∈ C(y)∗, b(y)b(αy) ≡ 1〉.

Lemme 2.25. Soit G un sous-groupe abe´lien maximal non de´nombrable de J tel
que G0 soit contenu dans Ja et pi(G) soit engendre´ par αy avec α d’ordre q > 1. Alors
G contient un e´le´ment de torsion et est, a` conjugaison pre`s, de la forme :
〈(x+ a(yq), y), (x, αy) | a ∈ C(y)〉.
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De´monstration. Soient g dans G0 et f tel que pi(f) = αy. Nous pouvons
supposer, a` conjugaison pre`s, que g s’e´crit (x + 1, y) ; nous constatons que f et g
commutent si et seulement si f = (x + a(y), αy). Par suite une transformation de
G0 qui commute a` f est du type (x+ b(y
q), y). Puisque tout e´le´ment de G \G0 est la
compose´e d’une transformation de G0 et d’un ite´re´ de f, nous avons a` conjugaison
pre`s
G = 〈(x + b(yq), y), (x + a(y), αy) | a ∈ C(y)〉.
Ce groupe est conjugue´ a` 〈(x + b(yq), y), (x, αy) | b ∈ C(y)〉. En effet, e´crivons f
sous la forme
(x+ a0(y
q) + ya1(y
q) + . . .+ yq−1aq−1(yq), αy)
ou` ai appartient a` C(y). Nous pouvons supposer, quitte a` conjuguer par(
x+ y
a1(y
q)
α− 1 + . . .+ y
q−1 aq−1(y
q)
αq−1 − 1 , y
)
,
que f = (x+ a0(y
q), αy) ; le groupe G contient donc l’e´le´ment
(x, αy) = (x− a0(yq), y) ◦ f.

Lemme 2.26. Soit G un sous-groupe abe´lien maximal non de´nombrable du groupe
de Jonquie`res. Supposons que G0 soit inclus dans JF et pi(G) engendre´ par αy avec
α d’ordre q > 1. Alors G contient un e´le´ment de torsion et est, a` conjugaison pre`s,
l’un des deux groupes suivants
〈(x, αy),
(
a(yq)x+ F (yq)
x + a(yq)
, y
)
| a ∈ C(y)〉,
〈
(
b(y)x+ F (yq)
x+ b(y)
, αy
)
,
(
a(yq)x + F (yq)
x+ a(yq)
, y
)
| a ∈ C(y)〉
ou` b de´signe un e´le´ment fixe´ de C(y).
De´monstration. Soient f dans G tel que pi(f) = αy et g = ψ(a, F, 1, a; y)
dans G0. La commutation de f et g se traduit par a
2(αy)F (y) = a2(y)F (αy). En
particulier, si ψ(a˜, F, 1, a˜; y) est un e´le´ment de G0, non trivial et distinct de g, nous
obtenons l’e´galite´
a2(y)a˜2(αy) = a2(αy)a˜2(y)
qui conduit a` a˜(y) = `(yq)a(y) ou` ` appartient a` C(y).
Un calcul direct montre que F est une fonction de yq ; de plus g et f s’e´crivent
respectivement a` conjugaison pre`s ψ(`(yq), F (yq), 1, `(yq); y) et ψ(b, cF (yq), c, b;αy).
Autrement dit
G0 =
{(
`(yq)x+ F (yq)
x+ `(yq)
, y
)
| ` ∈ C(y)
}
80 2. AUTOMORPHISMES DU GROUPE DE CREMONA
et G contient au moins un e´le´ment de torsion :
(
F (yq)
x
, y
)
.
Si (x, αy) appartient a` G nous obtenons a` conjugaison pre`s
G = 〈(x, αy),
(
a(yq)x+ F (yq)
x + a(yq)
, y
)
| a ∈ C(y)〉;
sinon, les transformations f et ψ(b, F (yq), 1, b;αy) commutent si et seulement si il
existe r dans C(y) tel que
a(y) =
F (yq) + b(y)r(yq)
b(y) + r(yq)
.
Par maximalite´, f est la compose´e d’un e´le´ment de G0 et de ψ(b, F (y
q), 1, b;αy).
Ainsi a` conjugaison pre`s
G = 〈
(
b(y)x + F (yq)
x + b(y)
, αy
)
,
(
a(yq)x+ F (yq)
x + a(yq)
, y
)
| a ∈ C(y)〉,
ou` b de´signe un e´le´ment fixe´ de C(y). 
Ceci termine la de´monstration de la Proposition 2.23. 
3.2. Cas pi(G) infini. Dans ce cas, nous pouvons supposer que G0 est un sous-
groupe de Ja, Jm, IB ou I
C
F . En effet, nous avons le :
Lemme 2.27. Soit G un sous-groupe abe´lien maximal non de´nombrable du groupe
de Jonquie`res. Si G0∩JF est non trivial, alors pi(G) est fini ou G contient un e´le´ment
de torsion.
De´monstration. a. Supposons qu’il existe dans JF ∩ G0 un e´le´ment g de la
forme
(
a(y)x+F (y)
x+a(y)
, y
)
avec a 6≡ 0. Comme F n’est pas un carre´, la fonction F/a2
n’est pas constante. Soit f = (f1, ν) dans G. La commutation de f et g entraˆıne que
les matrices (
a F
1 a
)
et
(
a F
1 a
)
◦ ν
de PGL2(C(y)) sont conjugue´es. Puisque
det
(trace)2
est un invariant de conjugaison, un
calcul rapide conduit a` :
F
a2
◦ ν = F
a2
∀ ν ∈ pi(G).
Comme F n’est pas un carre´, la fonction F/a2 n’est pas constante et le groupe pi(G)
est fini.
b. Si JF ∩ G0 est re´duit a` 〈(F (y)/x, y)〉, alors G contient un e´le´ment de torsion. 
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Rappelons que si G0 est un sous-groupe non trivial de Jm, le groupe G contient
un e´le´ment de torsion (Lemme 2.17). Reste donc a` examiner les deux e´ventualite´s
suivantes : G0 est un sous-groupe non trivial de Ja ou G0 est un sous-groupe de IB
ou ICF .
3.2.1. Cas G0 sous-groupe non trivial de Ja.
Lemme 2.28. Soit f une fonction rationnelle non nulle telle que pour a et ζ deux
complexes non nuls f(x + a, y) = ζf(x, y) ; alors ζ vaut 1.
De´monstration. En de´rivant f(x + a, y) = ζf(x, y) par rapport a` x, nous
obtenons l’e´galite´
∂f
∂x
(x+ a, y) = ζ
∂f
∂x
(x, y).
Remarquons que
∂f
∂x
f
est invariant par (x+ a, y) donc ne de´pend pas de x. Comme f
est rationnelle f ne de´pend que de y et ne´cessairement ζ = 1. 
The´ore`me 2.29. Soit G un sous-groupe abe´lien maximal non de´nombrable du
groupe de Jonquie`res. Si pi(G) est infini et G0 est un sous-groupe non trivial de
Ja, alors a` conjugaison pre`s :
(i) G0 = {(x + a, y) | a ∈ C} ;
(ii) tout sous-groupe agissant par conjugaison sur G est virtuellement re´soluble ;
(iii) si pi(G) est un sous-groupe non de´nombrable de translations, alors G est
conjugue´ a` T.
De´monstration. Le (i) est une conse´quence directe du Lemme 2.19 ; en effet,
une fonction rationnelle a(y) invariante par une infinite´ d’e´le´ments ν de PGL2(C) est
constante. Dans la suite nous allons montrer les assertions (ii) et (iii) en raisonnant
suivant la nature de pi(G).
Rappelons que les e´le´ments de G\G0 sont de la forme (x+b(y), ν(y)) (Lemme 2.19).
Puisque G0 = {(x+a, y) | a ∈ C}, chaque e´le´ment ν de pi(G) a un unique ante´ce´dent
(x + b(y), ν(y)) tel que le terme constant du de´veloppement en se´rie de Laurent
de b a` l’origine soit nul ; nous le noterons (x + bν(y), ν(y)).
a. Commenc¸ons par e´tudier l’e´ventualite´ suivante : pi(G) est un groupe d’homothe´ties.
Soient H un sous-groupe de Bir(P2(C)) agissant par conjugaison sur G et h = (h1, h2)
un e´le´ment de H. S’il existait g = (x + a, y) dans G0 tel que hgh
−1 s’e´crive (x +
b(y), γy) avec γ 6= 1, alors h2 ve´rifierait h2(x + a, y) = γh2(x, y) ce qui, d’apre`s
le Lemme 2.28, est impossible. Ainsi pour tout g dans G0 la transformation hgh
−1
appartient a` G0 ; par conse´quent pour tout f dans G \ G0 l’e´le´ment hfh−1 est dans
G \G0. Il s’en suit que h1(x+ 1, y) = h1(x, y)+ ξ pour un certain ξ et h2(x+1, y) =
h2(x, y) ; en particulier, h1 est de la forme αx+ c(y) et h2 est une fonction de y. Soit
f = (f1, βy) un e´le´ment de G \ G0 ; comme hfh−1 appartient a` G \ G0, la seconde
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composante de h est du type µy±1. Finalement h s’e´crit (αx + c(y), µy±1) et tout
sous-groupe de Bir(P2(C)) agissant par conjugaison sur G est virtuellement re´soluble.
b. Supposons que pi(G) soit un groupe de´nombrable de translations.
Soit f une transformation birationnelle agissant par conjugaison sur G ; en conside´rant
la restriction de l’action par conjugaison de f a` G0, nous constatons qu’une infinite´
non de´nombrable d’e´le´ments de la forme (x + a, y) est envoye´e sur des e´le´ments du
meˆme type. Un calcul direct montre alors que f s’e´crit (αx+ a(y), βy+ γ), ou` α, β
appartiennent a` C∗, γ a` C et a a` C(y) ; autrement dit tout sous-groupe de Bir(P2(C))
agissant par conjugaison sur G est re´soluble.
c. Conside´rons le cas ou` pi(G) est un sous-groupe non de´nombrable de translations.
Il existe un entier n tel que Gn = {(x + c(y), y + α) ∈ G | deg c = n} ne soit pas
de´nombrable. Notons E0n l’ensemble des e´le´ments c de C(y) de degre´ n dont le terme
constant c0(c) dans le de´veloppement en se´rie de Laurent est nul
E0n := {c ∈ C(y) | deg c = n, c0(c) = 0}.
L’ensemble
Ωn := {(c, β) ∈ E0n × C | cα(y + β)− cα(y) = c(y + α)− c(y), ∀ y + α ∈ pi(G)}
est une sous-varie´te´ alge´brique de E0n × C. La normalisation par c0 = 0 et le fait
que Gn soit non de´nombrable impliquent que Ωn est de dimension 1. Notons p la
projection de C(y)×C sur C. L’image de Ωn par p est un sous-ensemble constructible
de C qui contient un ensemble non de´nombrable ; donc p(Ωn) = C \ {β1, . . . , βk} et
p est injective sur Ωn. L’ensemble Ωn est inclus dans G. En effet, une transformation
f de G commute aux e´le´ments de Gn et Gn est Zariski dense dans Ωn ; par suite
f commute aux transformations (x + cβ(y), y + β) ou` (c, β) appartient a` Ωn. En
particulier, comme pi(G) est un groupe, pi(G) est isomorphe a` C. L’application β 7→
(cβ, β), de´finie sur C \ {β1, . . . , βk}, est une parame´trisation injective de Ωn donc
holomorphe sur C \ {β1, . . . , βk} ; il en re´sulte que β 7→ cβ est rationnelle sur C
(argument de compactification). Notons c(α, y) := cα(y). De´rivons l’e´galite´
(8) c(α, y)− c(α, y + β) = c(β, y)− c(β, y + α)
par rapport a` α et β, nous obtenons
(9)
∂2c
∂α∂y
(α, y + β) =
∂2c
∂α∂y
(β, y + α).
Posons a := ∂
2c
∂α∂y
. De´rivons l’e´galite´ (9) en α et en y, alors ∂a
∂α
(α, y+β) = ∂a
∂y
(α, y+β) ;
autrement dit a annule le champ ∂
∂α
− ∂
∂y
. Ainsi ∂
2c
∂α∂y
est une fonction de y+α. Notons
que cα(y) est rationnelle en α et y ; il en est donc de meˆme pour
∂2c
∂α∂y
. Par conse´quent
nous avons
cα(y) = `(y + α) + l1(α) + l2(y)
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ou` `, l1 et l2 sont rationnelles. La condition de commutation (8) conduit a` l2(t) = −`(t).
Il s’en suit que (x + cα(y), y + α) s’e´crit (x + `(y + α)− `(y) + l1(α), y + α). Or
(x + `(y + α)− `(y) + l1(α), y + α)
est conjugue´ a` (x+ l1(α), y + α) via (x + `(y), y).
Cette conjugaison laisse G0 invariant donc G est, a` conjugaison pre`s, un sous-groupe
de T ; par maximalite´ cette inclusion est une e´galite´. 
3.2.2. G0 sous-groupe de IB ou I
C
F . Remarquons que si G0 est conjugue´ a` un
sous-groupe non trivial de IB ou de I
C
F , le groupe G contient un e´le´ment de torsion
car les groupes IB et I
C
F sont engendre´s par deux involutions. Reste donc a` e´tudier
le cas ou` G0 est trivial ; ne´cessairement pi(G) est un sous-groupe non de´nombrable
d’homothe´ties ou de translations.
Introduisons la varie´te´ alge´brique Kn de´finie par
Kn := {(f, ν) ∈ PGL2(C(y)) o PGL2(C) | deg f ≤ n, deg f−1 ≤ n}.
Proposition 2.30. Soit G un sous-groupe abe´lien non de´nombrable du groupe
de Jonquie`res. Si G0 est trivial, alors G est alge´brique, i.e. les e´le´ments de G sont
de degre´ borne´ et G est une sous-varie´te´ alge´brique de Kn.
De´monstration. Elle proce`de du meˆme principe qu’en 2.29. Il existe un entier
n tel que Gn = {(f, ν) ∈ G∩Kn} ne soit pas de´nombrable. Notons Gn Z l’adhe´rence de
Zariski de Gn dans Kn. Soit h une transformation de G ; elle commute aux e´le´ments
de Gn. Comme Gn est Zariski dense dans Gn
Z
, la transformation h commute a`
celles de Gn
Z
; ainsi Gn
Z
est contenu dans G. Rappelons que pi est la projection
de PGL2(C(y)) o PGL2(C) sur PGL2(C). Quitte a` identifier y + α (resp. αy) avec
α, l’image de Gn
Z
par pi est un sous-ensemble constructible non de´nombrable de C
(resp. C∗) donc pi(Gn
Z
) = C \ {α1, . . . , αs} (resp. pi(Gn Z) = C∗ \ {α1, . . . , αs}). Le
groupe pi(G) est un sous-groupe de C (resp. C∗) contenant un ouvert donc pi(G) est
isomorphe a` C (resp. C∗). Puisque pi est injective sur G, elle l’est sur Gn
Z
qui, par
suite, est de dimension 1. Il en re´sulte que
G = Gn
Z ∪ {g−1(α1), . . . , g−1(αs)},
ou` g−1(αi) de´signe l’e´le´ment de G tel que pi(g) = y + αi (resp. pi(g) = αiy), est
alge´brique. En fait, a posteriori les g−1(αi) sont dans Gn
Z
. 
De´monstration du The´ore`me 2.15. a. Commenc¸ons par supposer que G0
n’est pas trivial. La Proposition 2.13 et les proprie´te´s de Ja (§2.3) assurent que
lorsque pi(G) est trivial, G est isomorphe a` Ja si et seulement si G est conjugue´ a` Ja.
D’apre`s le Lemme 2.17 et les Propositions 2.20 et 2.23, si G0 est contenu dans Jm
ou si pi(G) est fini et non trivial, alors G contient un e´le´ment de torsion. Si pi(G) est
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infini, il suffit de conside´rer le cas ou` G0 est un sous-groupe de Ja (Lemme 2.27) ;
alors G satisfait l’une des proprie´te´s suivantes (The´ore`me 2.29) :
– tout sous-groupe agissant par conjugaison sur G est virtuellement re´soluble ;
– G est conjugue´ a` T.
b. Enfin si G0 est trivial, G est alge´brique (Proposition 2.30) ; l’action de G sur
P2(C) e´tant clairement alge´brique, G est, a` conjugaison pre`s, contenu dans le groupe
des automorphismes d’une surface minimale (voir [21, 38]). Le Corollaire 2.8 assure
alors que, par maximalite´, G est conjugue´ a` T ou contient un e´le´ment de torsion. 
4. CLASSIFICATION DES AUTOMORPHISMES
4.1. Groupes de translations. Rappelons que ϕ de´signe un automorphisme du
groupe de Cremona. D’apre`s le Corollaire 2.16, nous pouvons supposer, quitte a`
faire une conjugaison, que Ja est invariant par ϕ et que ϕ(x+ 1, y) = (x + 1, y).
Supposons qu’a` une certaine e´tape de la preuve, nous ayons montre´ que ϕ fixe
une famille {Hi}i de groupes. La conjugaison par une transformation birationnelle
f est dite permise si fHif
−1 = Hi pour tout i.
Pour tout couple (α, β) de C2, notons tα,β l’application (x + α, y + β). Tout
e´le´ment tα,β du groupe des translations s’e´crit tα,0t0,β ; introduisons donc les groupes
T1 et T2 de´finis par
T1 := {tα,0 | α ∈ C} et T2 := {t0,α | α ∈ C}.
Posons aussi
D1 := {(αx, y) | α ∈ C∗} et D2 := {(x, αy) | α ∈ C∗}.
Proposition 2.31. Soit ϕ un automorphisme de Bir(P2(C)) qui fixe le groupe
Ja et (x+ 1, y). Alors, a` conjugaison permise pre`s, ϕ pre´serve les groupes Ti.
Commenc¸ons par e´tablir le re´sultat suivant :
Lemme 2.32. Soit ϕ un automorphisme de Bir(P2(C)) fixant le groupe Ja et
(x + 1, y). Alors ϕ(Ti) ⊂ Ti et ϕ(D2) ⊂ {(x + b(y), ν(y)) | b ∈ C(y), ν ∈ PGL2(C)}.
De´monstration. L’image de T2 par ϕ est contenue dans
{(x+ b(y), ν(y)) | b ∈ C(y), ν ∈ PGL2(C)}.
En effet tout e´le´ment de ϕ(T2) agit trivialement par conjugaison sur ϕ(T1), en
particulier sur t1,0. Ainsi, pour tout (h1, h2) dans ϕ(T2), nous avons
h1(x+ 1, y) = h1(x, y) + 1 et h2(x + 1, y) = h2(x, y)
ce qui montre que h2 ne de´pend pas de x et que h1 est de la forme x + b(y) (voir
Lemme 2.18).
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Comme T1 est un sous-groupe de Ja et commute a` T2, l’image de T1 par ϕ est
contenue dans T1.
Le groupe D2 agit trivialement par conjugaison sur T1 donc ϕ(D2) est un sous-groupe
de {(x+ b(y), ν(y)) | b ∈ C(y), ν ∈ PGL2(C)}. 
De´monstration de la proposition 2.31. Conside´rons un e´le´ment g dans
ϕ(T2)∩T1 ; il s’e´crit (x+ a, y). Pour toute transformation (x+ b(y), ν(y)) de ϕ(D2)
nous avons
g(x+ b(y), ν(y)) = (x+ b(y), ν(y))g.
Le groupe D2 agissant sans point fixe sur T1, le complexe a est nul. Ainsi ϕ(T2)∩T1
est trivial. Puisque T est maximal et ϕ(T1) est inclus dans T1, nous obtenons T1 est
invariant par ϕ.
Soit (x + b(y), y) dans ϕ(T2) ∩ ker pi. Comme ϕ(T2) est abe´lien, nous avons, pour
tout ν dans pi(ϕ(T2)), l’e´galite´ b ◦ ν = b. Le groupe T ne contenant pas d’e´le´ment de
torsion, les Propositions 2.13, 2.20 et 2.23 assurent que pi(ϕ(T)), et donc pi(ϕ(T2)),
est infini. Il en re´sulte que b est constant ; puisque ϕ(T2) et T1 sont disjoints, b est
nul. Ainsi pi|ϕ(T2) est injective et pi(ϕ(T2)) est non de´nombrable. Le The´ore`me 2.29
assure que ϕ fixe T a` conjugaison pre`s ; par suite ϕ(T2) = T2. 
4.2. Groupes diagonaux. Supposons maintenant que ϕ(Ja) = Ja et ϕ(Ti) = Ti
pour i = 1, 2. Pour tout e´le´ment (α, β) de C∗ × C∗, notons
dα,β : (x, y) 7→ (αx, βy).
Proposition 2.33. Soit ϕ un automorphisme du groupe de Cremona. Suppo-
sons que ϕ(Ja) = Ja et ϕ(Ti) = Ti pour i = 1, 2. Alors, a` conjugaison permise pre`s,
les groupes Di sont fixe´s par ϕ.
De´monstration. D’apre`s le Lemme 2.32, l’image de D2 par ϕ est contenue
dans
{(x+ b(y), ν(y)) | b ∈ C(y), ν ∈ PGL2(C)}.
A` conjugaison permise pre`s nous pouvons supposer que ϕ(t0,1) = t0,1. Puisque D1
agit trivialement sur T2, et en particulier sur t0,1, l’image de D1 par ϕ est un sous-
groupe de
{(ν(x), y + c(x)) | ν ∈ PGL2(C), c ∈ C(x)}.
Le groupe T est un sous-groupe abe´lien maximal non de´nombrable de Bir(P2(C))
donc ϕ(T) aussi. Le groupe D2 agit par conjugaison sur T2 par suite ϕ(D2) est inclus
dans
{(x + a, by + c) | a, c ∈ C, b ∈ C∗};
cette action est sans point fixe donc tout e´le´ment (x + a, by + c) de ϕ(D2) satisfait
l’alternative suivante : c = 0 ou b = 1. Si b = 1, alors ϕ(D2)∩ϕ(T) est non trivial ; il
en re´sulte que c est nul et que ϕ(D2) est un sous-groupe de {(x+ a, by) | a ∈ C, b ∈
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C∗}. De meˆme en conside´rant l’action de D1 sur T1 nous montrons que ϕ(D1) est
contenu dans {(ax, y + b) | a ∈ C∗, b ∈ C}. Finalement comme ϕ(D1) et ϕ(D2)
commutent, ϕ pre´serve les groupes Di. 
4.3. Invariance point par point des groupes Ti et Di. Rappelons l’e´nonce´ suivant
(Proposition 1.3) : soit φ un automorphisme du groupe des transformations affines
de la droite complexe ; alors φ est la compose´e d’un automorphisme inte´rieur et
de l’action d’un isomorphisme du corps C. Il nous permet d’e´tablir un re´sultat de
rigidite´ pour les groupes T et D.
Lemme 2.34. Soit ϕ un automorphisme du groupe de Cremona fixant Ja, Ti
et Di. Quitte a` conjuguer ϕ par un automorphisme inte´rieur et un automorphisme
du corps C, les groupes D et T sont laisse´s invariants point par point.
De´monstration. Les groupes Ti et Di e´tant fixes par ϕ, il existe ϕ1 et ϕ2 deux
automorphismes du groupe des transformations affines de la droite tels que, pour
tout (α, β) dans C∗2 et pour tout (r, s) dans C2, nous ayons
ϕ(αx+ r, βy + s) = (ϕ1(αx+ r), ϕ2(βy + s)).
La Proposition 1.3 assure que
ϕ(αx+ r, βy + s) = (τ1(α)x+ ζτ1(r), τ2(β)y + µτ2(s))
ou` τ1, τ2 sont des automorphismes du corps C et ζ, µ deux complexes non nuls.
Le groupe Ja e´tant invariant par ϕ, il existe a(y) dans C(y) tel que ϕ(x+y, y) s’e´crive
(x + a(y), y). Puisque, pour tout e´le´ment α de C∗, l’e´le´ment (x + y, y) commute a`
dα,α, l’application (x + a(y), y) commute a` dτ1(α),τ2(α), autrement dit
τ1(α)a(τ2(α)
−1y) = a(y).
De´veloppons a en se´rie de Laurent a` l’origine, a(y) =
∑
i≥−N aiy
i ; l’e´galite´ pre´ce´dente
conduit, pour tout i ≥ −N , a`
(τ1(α)τ2(α)
−i − 1)ai = 0.
Pour tout entier i tel que ai 6= 0, nous avons : τ1(α)τ2(α)−i = 1. Comme τ1 est
additif, l’e´galite´ τ2(α)
i = τ1(α) implique que τ
i
2 est additif ; ne´cessairement i = 1,
i.e. τ2 = τ1. Ainsi
ϕ(αx+ r, βy + s) = (τ1(α)x + ξτ1(r), τ1(β)y + µτ1(s)).
Quitte a` conjuguer ϕ par dτ1(ξ),τ1(µ), puis composer par l’action de l’automorphisme
de corps τ1 nous obtenons ϕ(αx+ r, βy + s) = (αx + r, βy + s). 
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4.4. Conclusion.
Lemme 2.35. Soit ϕ un automorphisme du groupe de Cremona laissant les
groupes D et T invariants point par point. Alors les involutions (x, 1/y), (y, x) et σ
sont fixe´es par ϕ.
De´monstration. Notons ς = (ς1, ς2) l’image de (±y,±x) par ϕ. L’action de
l’involution (±y,±x) sur D implique que
ς1(dα,β) = βς1(x, y) et ς2(dα,β) = ας2(x, y) ∀ α, β ∈ C∗ ;
ainsi ς1 et ς2 s’e´crivent respectivement ±y et±x. La transformation (±y,±x) agit par
conjugaison sur T alors que (−y, x) et (y,−x) non, donc ς = (y, x) ou ς = (−y,−x).
L’involution (y, x) agit trivialement sur les e´le´ments tα,α de T alors que (−y,−x)
non ; (y, x) et (−y,−x) sont donc invariants par ϕ.
L’involution (x, 1/y) agit sur le groupe diagonal ; soit dα,β un e´le´ment de D, nous
avons
(x, 1/y) dα,β (x, 1/y) = dα,1/β.
En appliquant ϕ nous obtenons, pour tous α, β dans C∗
ξ1(dα,β) = αξ1(x, y) et ξ2(dα,β) = ξ2(x, y)/β
ou` ξ = (ξ1, ξ2) de´signe l’image de (x, 1/y) par ϕ. Par suite, ξ(x, y) = (±x,±1/y).
L’action de (x, 1/y) sur t1,0 entraˆıne : ϕ(x, 1/y) = (x,±1/y).
L’e´galite´ ((y, x)(x, 1/y))2 = σ assure que ϕ(σ) = ±σ suivant que (x, 1/y) est envoye´
sur lui-meˆme ou sur (x,−1/y). Notons h := ( x
x−1 ,
x−y
x−1
)
; comme l’a remarque´ Gi-
zatullin (voir [85]), la transformation (hσ)3 est triviale donc (hϕ(σ))3 doit aussi
l’eˆtre. Nous en de´duisons que l’involution de Cremona est invariante par ϕ ; par
suite (x, 1/y) l’est aussi. 
De´monstration du the´ore`me 2.1. Soit ϕ un automorphisme du groupe de
Cremona. Le Corollaire 2.16 permet de supposer que Ja est invariant par ϕ. Nous
montrons que si ϕ(Ja) = Ja, les groupes Ti sont fixes par ϕ a` conjugaison permise pre`s
(Proposition 2.31) ; sous ces hypothe`ses nous obtenons, toujours a` conjugaison per-
mise pre`s, que ϕ(Di) = Di pour i = 1, 2 (Proposition 2.33). Ainsi, a` automorphisme
de corps et conjugaison pre`s, les groupes Ti et Di sont invariants point par point
(Lemme 2.34) ; il en re´sulte que les involutions (y, x), (x, 1/y) et σ sont envoye´es
sur elles-meˆmes par ϕ (Lemme 2.35). Or le groupe engendre´ par le groupe diagonal,
le groupe des translations, (y, x) et (x, 1
y
) contient PGL3(C) donc le The´ore`me de
Nœther (The´ore`me 1) permet de conclure. 
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5. COMPLE´MENTS
Soit H un sous-groupe de Bir(P2(C)) de la forme (Z/pZ)r avec p premier ; si p ≥ 5,
alors r ≤ 2 (voir [8, 29, 41]). Notons que Aut(P1(C)) = Bir(P1(C)) ne contient pas
(Z/pZ)n, n > 1, p > 2 ; comme Aut(Pn(C)) et donc Bir(Pn(C)) contient (Z/pZ)n
de`s que n ≥ 2, nous en de´duisons la :
Remarque 6. Les groupes Bir(P2(C)) et Bir(Pn(C)) sont isomorphes si et seule-
ment si n = 2.
Nous pouvons de´duire du The´ore`me 2.1 un re´sultat sur le groupe d’automor-
phismes du semi-groupe Rat(P2(C)) des transformations rationnelles de P2(C) dans
lui-meˆme ; ce semi-groupe contient Bir(P2(C)) nous pouvons donc parler d’automor-
phisme inte´rieur.
Corollaire 2.36. Un isomorphisme du semi-groupe des transformations ra-
tionnelles de P2(C) dans lui-meˆme est inte´rieur a` composition pre`s par un automor-
phisme du corps C.
De´monstration. Soit φ un isomorphisme de Rat(P2(C)) dans lui-meˆme ; φ
induit un automorphisme de Bir(P2(C)). Quitte a` composer φ par un automorphisme
de corps puis a` conjuguer par un automorphisme inte´rieur, nous supposons que la
restriction de φ au groupe Bir(P2(C)) est l’identite´ (voir The´ore`me 2.1).
Pour tout α dans P2(C), notons fα l’endomorphisme constant de P
2(C) qui vaut α.
Pour tout e´le´ment g de PGL3(C), nous avons fα ◦ g = fα. Ainsi φ envoie l’endomor-
phisme fα sur un endomorphisme constant fκ ; ceci de´finit une application inversible
h de P2(C) dans lui-meˆme telle que φ(fα) = fh(α). A` partir de l’e´galite´ g ◦ fα = fg(α)
valable pour tout g dans Rat(P2(C)) et tout α dans P2(C), nous remarquons que
d’une part
φ(g ◦ fα) = φ(fg(α)) = fh(g(α))
et d’autre part
φ(g ◦ fα) = φ(g)φ(fα) = gfh(α) = fg(h(α)).
Par suite g(h(α)) = h(g(α)) : l’application h commute a` PGL3(C) donc est triviale.

Nous allons de´montrer le :
Corollaire 2.37. Soient S une surface projective complexe et φ un isomor-
phisme entre Bir(S) et Bir(P2(C)). Il existe une transformation birationnelle ψ : S 99K
P2(C) et un automorphisme τ du corps C tels que, pour tout f dans Bir(S), nous
ayons
φ(f) = τ(ψfψ−1).
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De´monstration. Si la dimension de Kodaira de S, que nous notons kod(S),
est 2, alors tout e´le´ment de Bir(S) est d’ordre fini. Lorsque kod(S) = 1, le groupe
Bir(S) pre´serve une fibration elliptique et est virtuellement abe´lien ([4]). Dans cha-
cun de ces cas, nous constatons que Bir(S) et Bir(P2(C)) ne sont pas isomorphes.
Supposons que kod(S) = 0 ; si Bir(S) et Bir(P2(C)) sont isomorphes, alors ce der-
nier contient un sous-groupe distingue´ abe´lien d’indice de´nombrable H (voir [4]).
Conside´rons l’inclusion
j : PGL3(C) ↪→ Bir(P2(C))
et la projection
p : Bir(P2(C)) → Bir(P2(C))/H.
Puisque PGL3(C) est simple et que Bir(P
2(C))/H est de´nombrable, ker(p ◦ j) =
PGL3(C) est contenu dans H : impossible.
Si kod(S) = −∞, alors S est une surface re´gle´e non rationnelle ou une surface ration-
nelle. Plac¸ons nous dans la premie`re e´ventualite´ ; il existe une fibration rationnelle
F : S → B localement triviale. Cette fibration est pre´serve´e par Bir(S), i.e. il existe
ρ : Bir(S) → Aut(B)
tel que, pour tout e´le´ment f de Bir(S), nous ayons F ◦ f = ρ(f) ◦F . Supposons que
Bir(S) et Bir(P2(C)) soient isomorphes, alors SL3(C) s’injecte via j dans Bir(S) ; par
simplicite´, SL3(C) s’injecte dans ker ρ = PGL2(k), ou` k de´signe le corps des fonctions
me´romorphes de B, ce qui est impossible. La surface S est donc ne´cessairement
rationnelle. 
Nous obtenons le fait suivant :
Corollaire 2.38. Le groupe des automorphismes du corps C(x, y) est iso-
morphe au groupe des automorphismes du groupe de Cremona.
De´monstration. Soit φ un automorphisme du corps C(x, y). Les constantes
sont les seuls e´le´ments de C(x, y) a` posse´der une racine n-ie`me pour tout n. Il
s’en suit que C est invariant par φ ; ainsi, a` automorphisme de corps pre`s, φ|C est
trivial. Notons f la transformation birationnelle de´finie par f := (φ(x), φ(y)) ; pour
tout couple d’entiers (i, j), nous avons φ(xiyj) = xiyj ◦ f . Ceci conduit pour tout
polynoˆme P a` φ(P ) = P ◦ f ; nous en de´duisons une e´galite´ du meˆme type pour
toute fonction rationnelle R. Par suite tout automorphisme de C(x, y) s’obtient par
la composition de l’action d’un automorphisme du corps C et d’une transformation
birationnelle. 
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Soit G un sous-groupe abe´lien non de´nombrable du groupe de Jonquie`res ;
nous avons montre´ (The´ore`me 2.29) que si G0 est un sous-groupe non trivial de
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Ja et pi(G) un groupe non de´nombrable de translations, alors G est conjugue´ a` T.
Nous allons, dans cette partie, donner des re´sultats analogues pre´cisant la nature de
certains sous-groupes abe´liens maximaux de J.
The´ore`me 2.39. Soit G un sous-groupe abe´lien maximal non de´nombrable de J
tel que G0 soit non trivial et contenu dans Ja. Si pi(G) est un groupe non de´nombrable
d’homothe´ties, alors G est conjugue´ a` {(x + a, by) | a ∈ C, b ∈ C∗}.
De´monstration. D’apre`s le Lemme 2.29 nous avons a` conjugaison pre`s :
– G0 = {(x+ a, y) | a ∈ C},
– G est contenu dans {(x+ b(y), ν(y)) | b ∈ C(y), ν ∈ PGL2(C)}.
Puisque G0 = T1, pour tout αy dans pi(G) il existe un unique e´le´ment (x+ b(y), αy)
tel que le coefficient constant du de´veloppement en se´rie de Laurent de b a` l’origine
soit nul ; nous noterons (x+ bα(y), αy) cet e´le´ment.
Soit (x + bζ(y), ζy) un e´le´ment de G tel que ζ soit d’ordre infini. Notons bζ(y) =∑
i≥−q biy
i le de´veloppement en se´rie de Laurent a` l’origine ; posons `0 := 0 et
`i :=
bi
ζi−1 pour tout i 6= 0. En conjuguant (x + bζ(y), ζy) par la se´rie de Laurent
formelle
h = (x +
∑
i≥−q
`iy
i, y),
nous obtenons (x, ζy). Si d(y) est une se´rie de Laurent formelle en y, la transfor-
mation (x + d(y), βy) commute a` (x, ζy) si et seulement si d(y) est une constante.
Autrement dit le groupe G est formellement conjugue´, via h, a`
{(x+ α, βy) | α ∈ C, βy ∈ pi(G)}.
Montrons qu’en fait cette conjugaison formelle est rationnelle. L’e´galite´
bβ(y) =
∑
i≥−q
`i(1− βi)yi,
valable pour une infinite´ non de´nombrable de β, assure que la se´rie formelle
f(z, y) =
∑
i≥−q
`i(1− zi)yi
est rationnelle en y pour un ensemble non de´nombrable de z. Autrement dit, pour
une infinite´ non de´nombrable de z, il existe a = (a0, . . . , aN) et b = (bq+1, . . . , bN)
tels que f(z, y) s’e´crive
a0 + a1y + . . .+ aNy
N
yq + bq+1yq+1 + . . .+ bNyN
ou` les ai et bi de´pendent de z. Conside´rons l’ensemble
Ω :=
{
a0 + a1y + . . .+ aNy
N
yq + bq+1yq+1 + . . .+ bNyN
| ai, bi ∈ C
}
;
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il est isomorphe a` C2N+1−q. Tout e´le´ment de Ω admet un de´veloppement en se´rie de
Laurent :
∑
i≥−q Fi(a, b)y
i. Soit Θ le sous-ensemble alge´brique de Ω×C de´fini par
Θ := {Li(1− zi) = Fi(a, b), i ≥ −q}.
Comme pi(G) n’est pas de´nombrable, Θ est un ensemble alge´brique de dimension
supe´rieure ou e´gale a` 1 dans C2N+1−q × C. Soit p la projection de C2N+1−q ×C sur
C ; remarquons que p(Θ) n’est pas de´nombrable. Le the´ore`me de Puiseux assure
donc l’existence d’une courbe dans Θ et d’une fonction me´romorphe z 7→ (a(z), b(z))
qui parame`tre cette courbe sur un voisinage D de l’origine. Il existe un entier k tel
que
a(z) =
(
A0(z)
zk
, . . . ,
AN (z)
zk
)
et b(z) =
(
Bq+1(z)
zk
, . . . ,
BN(z)
zk
)
ou` les Ai et Bi sont holomorphes. Pour tout z dans D, nous avons
f(z, y) =
∑
i≥−q
`i(1− zi)yi = A0(z) + A1(z)y + . . .+ AN(z)y
N
yqzk +Bq+1(z)yq+1 + . . .+BN(z)yN
.
Par suite, f(0, y) =
∑
i≥−q `iy
i est rationnelle.
Les groupes
G et {(x+ α, βy) | α ∈ C, βy ∈ pi(G)}
sont donc conjugue´s via un e´le´ment du groupe de Cremona. La maximalite´ de G
assure que pi(G) est isomorphe a` C∗. 
The´ore`me 2.40. Soit G un sous-groupe abe´lien maximal non de´nombrable de J
tel que G0 soit un sous-groupe non fini de Jm. Si pi(G) est un groupe non de´nombrable
d’homothe´ties, alors G est conjugue´ au groupe diagonal.
De´monstration. Comme dans le Lemme 2.29 nous pouvons montrer que :
– G0 = {(ax, y) | a ∈ C∗} ;
– G est contenu dans {(b(y)x, ν(y)) | b ∈ C(y)∗, ν ∈ PGL2(C)}.
Notons ord0(b) l’ordre d’un e´le´ment b de C(y) en 0 et pour tout ` et m
G`,m := {(b(y)x, βy) ∈ G | deg b ≤ `, ord0(b) = m}.
Puisque pi(G) n’est pas de´nombrable, il existe deux entiers p et N tels que l’ensemble
pi(Gp,N) ne soit pas de´nombrable. Soit (bβ(y)x, βy) l’unique e´le´ment de Gp,N tel que
le coefficient de yN dans le de´veloppement en se´rie de Laurent en 0 de bβ soit β
N .
E´crivons bβ sous la forme y
N b˜β(y) ou` b˜β est holomorphe en 0 et b˜β(0) = β
N .
Soient βy et γy dans pi(Gp,N) ; la condition de commutation bβ(y)bγ(βy) = bγ(y)bβ(γy)
s’e´crit aussi
b˜β(y)b˜γ(βy)β
N = b˜γ(y)b˜β(γy)γ
N .
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Cette dernie`re e´galite´ conduit pour y = 0 a` βN = γN . Notons
∑
i≥N biy
i le de´veloppe-
ment en se´rie de Laurent de bβ. L’ensemble pi(Gp,N) n’e´tant pas de´nombrable, nous
en de´duisons que N = 0 puis que b0 = 1. Soit (bζ(y)x, ζy) dans Gp,N tel que ζ ne
soit pas racine de l’unite´. Posons `0 := 1 et pour tout i > 0
`i :=
1
ζ i − 1
i−1∑
k=0
`kai−k,
ou` les ai sont les coefficients du de´veloppement en se´rie de Laurent a` l’origine de
bζ . En conjuguant (bζ(y)x, ζy) par g := (
∑
i≥0 `iy
ix, y), nous obtenons (x, ζy). Une
transformation (h(y)x, γy), ou` h est une se´rie de Laurent formelle, commute a`
(x, ζy) si et seulement si h est une constante. Ainsi G est conjugue´, via g, au groupe
{(αx, βy) | α ∈ C∗, βy ∈ pi(G)}.
En proce´dant comme dans la de´monstration du The´ore`me 2.39 nous montrons que
cette conjugaison est rationnelle. L’e´galite´ `(βy)bβ(y) = ξ`(y), ou` ξ de´signe une
constante non nulle et `(y) :=
∑
i≥0 `iy
i, valable pour une infinite´ non de´nombrable
de β, implique que la fonction
f(z, y) =
1
`(y)
∑
i≥−q
`iz
iyi
est rationnelle en y pour tout z donc f˜(z, y) := zqf(z, y) aussi. En particulier
l’e´le´ment f˜(0, y) = 1
yq`(y)
et donc L sont rationnels. Autrement dit
{(αx, βy) | α ∈ C∗, βy ∈ pi(G)} et G
sont conjugue´s via une transformation birationnelle. Le groupe G e´tant maximal,
pi(G) est isomorphe a` C∗. 
The´ore`me 2.41. Soit G un sous-groupe abe´lien maximal non de´nombrable de J
tel que G0 soit un sous-groupe non fini de Jm. Si pi(G) est un groupe non de´nombrable
de translations, alors G est conjugue´ a`
{(ax, y + b) | a ∈ C∗, b ∈ C}.
De´monstration. Par le meˆme argument que dans la preuve du The´ore`me 2.29
nous pouvons montrer que l’application β 7→ bβ est rationnelle sur C.
De la condition de commutation bα(y)bβ(y + α) = bα(y + β)bβ(y), nous de´duisons
une e´galite´ de type (8) :
log bα(y)− log bα(y + β) = log bβ(y)− log bβ(y + α).
Les de´terminations du log sont sans importance puisque nous allons de´river. Remar-
quons, puisque bα(y) est une fonction rationnelle en y et α, que
∂2
∂α∂y
log bα(y) est
une fonction rationnelle ; de plus c’est une fonction en y + α (voir de´monstration
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du The´ore`me 2.29). Ainsi ∂
∂y
log bα(y) est une fonction rationnelle de la forme T (y+
α) + t(y). Comme bα est un e´le´ment de C(y)
∗, il existe ` et l dans C(y)∗ tels que
log bα(y) = log(`(y + α)− `(y) + l(α)).
Il en re´sulte que
(bα(y)x, y + α) = (`(y + α)l(α)x/`(y), y + α);
or
(`(y + α)l(α)x/`(y), y + α)
est conjugue´ a` (l(α)x, y + α) via (`(y)x, y). Le groupe G e´tant abe´lien et maximal,
G et {(ax, y + b) | a ∈ C∗, b ∈ C}
sont conjugue´s dans Bir(P2(C)). 
CHAPITRE 3
REPRE´SENTATIONS DE CERTAINS RE´SEAUX DE
GROUPES DE LIE DANS LE GROUPE DE CREMONA
Ce chapitre de´taille et comple`te un article a` paraˆıtre dans Int. Math. Res. Not.
Il traite des repre´sentations de certains re´seaux de groupes de Lie dans Bir(P2(C)) ;
ces proble`mes sont sugge´re´s par une conjecture issue d’un programme, duˆ en partie
a` Zimmer, qui vise a` ge´ne´raliser certains travaux de Margulis (voir [32, 40]).
Dans un premier temps nous obtenons un the´ore`me de rigidite´ pour SL3(Z).
The´ore`me 3.1. 1) Soient Γ un sous-groupe d’indice fini de SL3(Z) et ρ un mor-
phisme injectif de Γ dans Bir(P2(C)). Alors ρ co¨ıncide, a` conjugaison birationnelle
pre`s, avec le plongement canonique ou la contragre´diente, i.e. l’involution u 7→ tu−1.
2) Si un morphisme d’un sous-groupe d’indice fini de SLn(Z) dans le groupe de
Cremona est d’image infinie, alors n ≤ 3.
Nous montrons ensuite le :
The´ore`me 3.2. Soit G un Q-groupe alge´brique Q-simple de Q-rang r. Soient Γ
un sous-groupe d’indice fini de G(Z) et ρ un morphisme de Γ dans Bir(P2(C)). Si ρ
est d’image infinie, alors r ≤ 2.
De plus, si r = 2 et ρ est d’image infinie, alors G posse`de un syste`me de Q-racines
de type A2 et l’image de ρ est, a` conjugaison pre`s, un sous-groupe de PGL3(C).
Comme conse´quence du The´ore`me 3.2 nous obtenons a` l’aide de [14] l’e´nonce´
suivant :
Corollaire 3.3. Soit G un Q-groupe alge´brique Q-simple de Q-rang supe´rieur
ou e´gal a` 3. Soient Γ un sous-groupe d’indice fini de G(Z) et M une surface de
Ka¨hler compacte. Tout morphisme de Γ dans le groupe des transformations bira-
tionnelles de M est d’image finie.
Le premier paragraphe de ce chapitre est constitue´ de divers rappels sur les
groupes qui ont la proprie´te´ (T ) de Kazhdan, les transformations rationnelles des
surfaces, les groupes SLn(Z), SO2,3(Z) et les groupes de Heisenberg. Nous nous
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inte´ressons ensuite aux repre´sentations des groupes de Heisenberg dans le groupe
des automorphismes des surfaces. Dans un troisie`me paragraphe nous de´montrons
la rigidite´ de SL3(Z) ; ceci nous permet d’obtenir, dans une quatrie`me partie, le
The´ore`me 3.2. Puis en e´tudiant les plongements des groupes de matrices 4 × 4
triangulaires supe´rieures a` coefficients entiers et valant 1 sur la diagonale, dans
Bir(P2(C)) nous donnons une seconde preuve du fait suivant : le groupe SLn(Z) ne
s’injecte pas dans Bir(P2(C)) de`s que n ≥ 4 ; nous reprenons certaines des techniques
utilise´es au §3. Pour finir nous rede´montrons a` l’aide de la rigidite´ de SL3(Z) que
le groupe des automorphismes exte´rieurs de Bir(P2(C)) s’identifie au groupe des
automorphismes du corps C (The´ore`me 2.1).
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1. PRE´LIMINAIRES
1.1. Quelques de´finitions et re´sultats ([18]). Commenc¸ons par rappeler quelques
notions et proprie´te´s des groupes de Kazhdan ; pour un expose´ plus complet nous
renvoyons a` [18].
Soient G un groupe localement compact, H un espace de Hilbert et U(H) le
groupe des ope´rateurs unitaires sur H. Une repre´sentation de G est un morphisme
ρ : G→ U(H) tel que l’application G×H → H associe´e soit continue. Soient ε > 0
et Ω une partie compacte de G ; un vecteur unite´ ξ de H est (ε,Ω)-invariant si :
sup {‖ρ(g)ξ − ξ‖ | g ∈ Ω} < ε.
On dit que ρ posse`de presque un vecteur invariant si, pour tout (ε,Ω), il
existe un vecteur unite´ (ε,Ω)-invariant. La repre´sentation ρ posse`de des vecteurs
invariants non nuls s’il existe η dans H non nul tel que ρ(g)η = η pour tout
g dans G. Le groupe G a la proprie´te´ (T) ou est un groupe de Kazdhan si
toute repre´sentation de G qui posse`de presque des vecteurs invariants posse`de des
vecteurs invariants non nuls. Avant de donner une large classe de groupes ve´rifiant
la proprie´te´ (T) rappelons la notion suivante : le rang re´el ou R-rang d’un groupe
de Lie semi-simple connexe d’alge`bre de Lie g est l’entier maximal r tel qu’il existe
une sous-alge`bre abe´lienne Rr de g dont l’image par la repre´sentation adjointe est
diagonalisable sur R.
The´ore`me 3.4. Tout groupe de Lie re´el simple connexe de rang re´el supe´rieur
ou e´gal a` 2 est un groupe de Kazhdan.
Soit H un sous-groupe ferme´ d’un groupe localement compact. Rappelons que
G/H posse`de une mesure invariante par G si et seulement si la restriction a` H de
la fonction module sur G est la fonction module sur H (voir [34], chapitre 1). On
dit que H est de covolume fini dans G s’il existe une mesure G-invariante finie sur
G/H.
The´ore`me 3.5. Soient G un groupe de Kazhdan et H un sous-groupe ferme´
de G de covolume fini. Alors H est un groupe de Kazhdan.
Un re´seau d’un groupe G est un sous-groupe discret de covolume fini. Les
The´ore`mes 3.4 et 3.5 entraˆınent l’e´nonce´ qui suit.
Corollaire 3.6. Soit Γ un re´seau dans un groupe alge´brique simple de rang
re´el supe´rieur ou e´gal a` 2. Alors Γ est un groupe de Kazhdan.
Exemple. Pour n ≥ 3, les re´seaux SLn(Z) ont la proprie´te´ (T ).
Signalons enfin deux e´nonce´s dont nous nous servirons par la suite.
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The´ore`me 3.7. Un groupe de Kazdhan G a la proprie´te´ suivante : toute action
continue de G par isome´tries d’un espace hyperbolique re´el ou complexe posse`de un
point fixe.
Proposition 3.8 ([42]). Tout sous-groupe de´nombrable de SOn(R) qui a la
proprie´te´ (T ) est un groupe fini si n ≤ 4.
1.2. La « conjecture de Zimmer » pour le groupe Aut[C2]. Une action d’un groupe
Γ sur un arbre est dite sans inversion s’il n’existe pas de couple de sommets ad-
jacents qui soient permute´s par un e´le´ment de Γ. Un groupe Γ a la proprie´te´ (FA)
si pour toute action sans inversion de Γ sur un arbre X il existe un sommet de X
invariant par tous les e´le´ments de Γ. Un groupe de Kazhdan a la proprie´te´ (FA)
(voir [18], chapitre 6).
The´ore`me 3.9 ([16]). Soient G un groupe de Lie re´el simple et Γ un re´seau de
G. S’il existe un morphisme injectif de Γ dans le groupe des automorphismes poly-
nomiaux du plan complexe, le groupe G est isomorphe a` PSO(1, n) ou a` PSU(1, n)
pour un certain entier n.
Esquisse de de´monstration, (pour les de´tails voir [16]). Ce re´sultat repose
en partie sur la structure de produit amalgame´ du groupe Aut[C2] (The´ore`me de
Jung) : Aut[C2] s’e´crit comme le produit amalgame´ de E et A au dessus de E∩A ou`
E := {(αx+ P (y), βy + γ) | α, β ∈ C∗, γ ∈ C, P ∈ C[y]}
et
A := {(a1x + b1y + c1, a2x+ b2y + c2) | ai, bi, ci ∈ C, a1b2 − a2b1 6= 0}.
Si un groupe G se plonge dans Aut[C2], alors :
– ou bien G agit sur un arbre sans fixer de sommet ;
– ou bien G se plonge dans A ou E.
A` partir de cette remarque et du fait que tout groupe de Kazhdan a la proprie´te´
(FA), Cantat et Lamy e´tudient les plongements des groupes de Kazhdan et, par
suite, des re´seaux des groupes de Lie de R-rang ≥ 2. 
1.3. Transformations rationnelles des surfaces. Nous allons dans cette partie rap-
peler quelques re´sultats et ide´es de Diller et Favre (voir [20]).
A` une surface S on peut associer son groupe de cohomologie de Dolbeault
Hp,q(S,C) et ses groupes de cohomologie Hk(S,Z), Hk(S,R) et Hk(S,C).
Soient X, Y deux surfaces complexes compactes et f : X 99K Y une application
me´romorphe dominante1 ; notons Ind(f) le lieu d’inde´termination de f et Exc(f)
1 Soient f : X 99K Y une application me´romorphe, Γf l’adhe´rence du graphe de f et pi2 la
projection de Γf sur Y . L’application f est dominante si pi2 est surjective.
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l’union des courbes contracte´es par f . Soient Γf l’adhe´rence du graphe de f , pi1 : Γf →
X et pi2 : Γf → Y les projections naturelles ; si Γf est une sous-varie´te´ singulie`re
de X ×Y , nous conside´rons une de´singularise´e de Γf sans changer de notation. Si β
est une forme diffe´rentielle de bidegre´ (1, 1) sur Y , alors pi∗2β de´termine une forme
de bidegre´ (1, 1) sur Γf qui peut eˆtre pousse´e en un courant f
∗β := pi1∗pi∗2β sur X
a` l’aide de la premie`re projection. Remarquons que f ∗ induit un ope´rateur entre
H1,1(Y,R) et H1,1(X,R) : si β et γ sont homologues, alors f ∗β et f ∗γ le sont aussi.
Supposons de´sormais que X = Y . La transformation f est dite alge´briquement
stable s’il n’existe pas de courbe V dans X telle que f k(V ) appartienne a` Ind(f)
pour un certain entier k ≥ 0.
The´ore`me 3.10 ([20], the´ore`me 0.1). Soient S une surface rationnelle et f une
application birationnelle de S dans elle-meˆme. Il existe une surface S˜, un morphisme
birationnel ε : S˜ → S telle que ε−1fε soit alge´briquement stable.
Le premier degre´ dynamique d’une transformation birationnelle f : S 99K S
est de´fini par
λ(f) := lim sup
n→+∞
|(fn)∗|1/n
ou` | . | de´signe une norme sur End(H1,1(S,R)) ; ce nombre est minore´ par 1 (voir
[22, 35]). Notons que, pour toute transformation birationnelle f du plan projectif
complexe, nous avons l’ine´galite´
λ(f)n ≤ deg fn
ou` deg f de´signe le degre´ alge´brique de f (le degre´ alge´brique de f = (f0 : f1 : f2)
est le degre´ des polynoˆmes homoge`nes fi).
L’e´nonce´ suivant donne une « description » des transformations birationnelles de
premier degre´ dynamique 1.
The´ore`me 3.11 ([20], the´ore`me 0.2). Soient S une surface rationnelle et f une
application birationnelle de S dans elle-meˆme telle que λ(f) = 1. Alors f satisfait
une et une seule des conditions suivantes :
– la suite |(fn)∗| est borne´e, alors fn est, a` conjugaison birationnelle pre`s, un
automorphisme isotope a` l’identite´ pour un certain n > 0 ;
– la suite |(fn)∗| est a` croissance line´aire, alors f laisse, a` conjugaison biration-
nelle pre`s, une unique fibration rationnelle invariante et n’est pas conjugue´e a`
un automorphisme ;
– la suite |(fn)∗| est a` croissance quadratique, alors f est, a` conjugaison bira-
tionnelle pre`s, un automorphisme qui pre´serve une unique fibration elliptique.
Pour finir ce paragraphe, nous de´taillons la premie`re assertion de l’e´nonce´ pre´ce´dent ;
nous reprendrons ce genre d’arguments au §2.
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Lemme 3.12 ([20], lemme 4.1). Soient S une surface de Ka¨hler et f : S 99K S
une application bime´romorphe telle que λ(f) = 1. Notons ‖.‖ une norme hermi-
tienne sur H2(S,C) ⊃ H1,1(S). La suite (‖fn∗‖)n est borne´e si et seulement si f est
conjugue´e a` un automorphisme dont une puissance est isotope a` l’identite´.
De´monstration. Supposons que la suite (‖fn∗‖)n soit borne´e ; quitte a` faire
une suite finie d’e´clatements η bien choisie, ηfη−1 est alge´briquement stable. Re-
marquons que la suite (‖(ηfη−1)n∗‖)n = (‖(ηfη−1)∗n‖)n est encore borne´e ([20],
proposition 1.16). Posons, pour simplifier, f := ηfη−1.
D’apre`s [20] (corollaire 3.4) l’ope´rateur f ∗ induit une isome´trie de H0,2(S) (resp.
H2,0(S)) dans lui-meˆme ; ainsi la suite
((f ∗)n : H2(S) → H2(S))n
est borne´e. Comme f ∗ pre´serve le re´seau H2(S,Z) nous avons (f ∗)n+k = (f ∗)k pour
un certain n > 0 et k suffisamment grand. Soient ω une forme de Ka¨hler sur S
et α = {f k∗ω} ; alors α est une classe nef non nulle ve´rifiant fn∗α = α. D’apre`s
[20] (corollaire 3.4) nous avons α · V = 0 pour toute composante irre´ductible V
de Exc(f−n). Par suite (ω, f k∗V ) = 0 ; puisque f
k
∗ V est effectif, f
k
∗ V = 0. Ainsi,
toujours d’apre`s le corollaire 3.4 de [20], pour tout e´le´ment V de Exc(f−n) nous
avons V · V ≤ 0 ; plus pre´cise´ment V · V < 0 sinon nous aurions, par le the´ore`me
d’indice de Hodge, {V } = α puis f k∗ fk∗{ω} = 0 ce qui est impossible. Puisque S
est lisse, V · V = −1.
Soit ε : S˜ 99K S la contraction d’une courbe de Exc(f−1). La transformation f˜ : S˜ 99K
S˜ de´finie par f˜ := ε−1fε est alge´briquement stable et comme Ind(ε) = Exc(ε−1) = ∅
nous avons par [20] :
(f˜ ∗)j = ε∗(f ∗)jε∗ ∀ j.
Il s’en suit que f˜ (n+k)∗ = f˜k∗ et que Exc(f˜−1) n’a pas de composante irre´ductible
d’auto-intersection positive ou nulle. Nous pouvons donc continuer a` contracter
toutes les courbes jusqu’a` ce que Exc(f˜−1) soit vide. Puisque dimC H1,1(S) dimi-
nue de 1 a` chaque e´tape, nous obtenons au bout d’un nombre fini d’ope´rations un
automorphisme g. L’ope´rateur g∗ est ne´cessairement inversible ; ainsi gn∗ est l’iden-
tite´ et, d’apre`s [13], une puissance de gn est isotope a` l’identite´. 
1.4. Les groupes SLn(Z) ([37]). Nous allons rappeler quelques proprie´te´s sur les
groupes SLn(Z) ; pour un expose´ plus complet, nous renvoyons a` [37].
Pour tout entier q introduisons le morphisme Θq : SLn(Z) → SLn(Z/qZ) qui a`
une matrice a` coefficients entiers associe sa re´duite modulo q. Soient Γn(q) le noyau
de Θq et Γ˜n(q) l’image re´ciproque du sous-groupe diagonal de SLn(Z/qZ) par Θq ;
les Γn(q) sont des sous-groupes distingue´s appele´s groupes de congruence. Les
e´tudes de Bass, Lazard, Milnor et Serre ([5, 6]) sur les groupes de congruence
ont, entre autres, conduit a` l’e´nonce´ suivant :
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The´ore`me 3.13 ([5, 6]). Soient n ≥ 3 et Γ un sous-groupe de SLn(Z).
Si Γ est d’indice fini, il existe un entier q tel que Γ contienne un groupe Γn(q) et soit
contenu dans Γ˜n(q).
Si Γ est d’indice infini, alors Γ est fini.
Notons δij la matrice de Kronecker 3× 3 et eij = Id + δij.
Proposition 3.14. Le groupe SL3(Z) a pour pre´sentation :
〈eij, i 6= j | [eij, ekl] =


id si i 6= l et j 6= k
eil si i 6= l et j = k
e−1kj si i = l et j 6= k
, (e12e
−1
21 e12)
4 = Id〉.
Les eqij engendrent Γ3(q) et ve´rifient des relations similaires aux eij (remarquons que
la relation (e12e
−1
21 e12)
4 = Id n’a pas d’analogue) ; nous les appellerons ge´ne´rateurs
standards de Γ3(q). Le syste`me de racines de sl3(C) est de type A2 (voir [24]) :
r3 r2
r1
r6r5
r4
Chacun des ge´ne´rateurs standards d’un Γ3(q) est un e´le´ment du groupe a` un pa-
rame`tre associe´ a` une racine ri du syste`me ; le syste`me de racines permet donc
de retrouver la plupart des relations apparaissant dans la pre´sentation de SL3(Z).
Par exemple r1 + r3 = r2 correspond a` [e12, e23] = e13, la relation r2 + r4 = r3 a`
[e13, e21] = e
−1
23 et le fait que r1 + r2 ne soit pas une racine a` [e12, e13] = Id.
1.5. Le groupe SO2,3(Z). On peut aussi pour Sp2n(Z) conside´rer le morphisme
Θq qui a` une matrice associe sa re´duite modulo q et de´finir des sous-groupes de
congruence. Le The´ore`me 3.13 est valable pour Sp2n(Z) avec n ≥ 2 (voir [6]) donc,
en particulier, pour SO2,3(Z) car Sp2n(R) ' SO2,3(R).
L’alge`bre so2,3(Q) admet pour syste`me de racines un syste`me de type B2 (voir [24]) :
e′1 e
′
2 e
′
3
e′4
e′5
e′8
e′7 e
′
6
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Avec la convention αi = αi mod 8, les ge´ne´rateurs αi d’un sous-groupe de congruence
Γ de SO2,3(Z) ve´rifient les relations suivantes
[αi, αi+1] = [α2i−1, α2i+1] = Id, [α2i−1, α2i+2] = α
pi
2i,
[α2i, α2i+2] = α
qi
2i+1, [α2i, α2i+3] = α
ri
2i+2
ou` les pi, qi et ri de´signent des entiers non nuls.
1.6. Groupes de Heisenberg.
De´finition 3. Soit k un entier. Nous appelons k-groupe de Heisenberg un
groupe qui a pour pre´sentation :
Hk = 〈f, g, h | [f, h] = [g, h] = id, [f, g] = hk〉.
Par convention H = H1 ; c’est un groupe de Heisenberg.
Notons que le groupe de Heisenberg engendre´ par f, g et hk est un sous-groupe
d’indice k de Hk. Nous appellerons f, g et h les ge´ne´rateurs standards de Hk.
Remarque 7. Dans SLn(Z), n ≥ 3, chaque eq2ij s’e´crit comme le commuta-
teur de deux eqk` avec lesquels il commute ; autrement dit tout ge´ne´rateur standard
de Γn(q) est contenu dans le groupe de´rive´ d’un sous-groupe de Γn(q). Les Γ3(q)
contiennent donc de nombreux k-groupes de Heisenberg ; par exemple le sous-
groupe 〈eq12, eq13, eq23〉 de Γ3(q) en est un (pour k = q).
Remarque 8. Le sous-groupe 〈α2, α3, α4〉 de SO2,3(Z) est un q1-groupe de Hei-
senberg.
2. REPRE´SENTATIONS DES GROUPES DE HEISENBERG
Comme nous l’avons note´ pre´ce´demment les groupes SLn(Z) et SO2,3(Z) contien-
nent des groupes de Heisenberg, nous sommes donc naturellement amene´s a`
e´tudier les repre´sentations de ceux-ci dans le groupe des automorphismes des sur-
faces de Hirzebruch, de P1(C) × P1(C) et de P2(C). Commenc¸ons par e´tablir
quelques proprie´te´s.
De´finition 4. Soit S une surface complexe compacte. La transformation bira-
tionnelle f : S 99K S est dite virtuellement isotope a` l’identite´ s’il existe une
surface S˜, une transformation birationnelle η : S 99K S˜ et un entier k > 0 tels que
ηf kη−1 soit un automorphisme de S˜ isotope a` l’identite´.
Deux transformations birationnelles f et g sur S sont dites simultane´ment vir-
tuellement isotopes a` l’identite´ si le couple (η, S˜) est commun a` f et g.
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Remarque 9. Si C1 et C2 de´signent deux courbes irre´ductibles d’auto-intersec-
tion ne´gative homologues alors C1 et C2 co¨ıncident. Ainsi un automorphisme f d’une
surface S isotope a` l’identite´ fixe chaque courbe d’auto-intersection ne´gative ; pour
toute suite de contractions ψ de S vers un mode`le minimal S˜ de S, l’e´le´ment ψfψ−1
est donc un automorphisme de S˜ isotope a` l’identite´.
Lemme 3.15. Soient f et g deux transformations birationnelles sur une surface
S virtuellement isotopes a` l’identite´. Supposons que f et g commutent ; alors f et g
sont simultane´ment virtuellement isotopes a` l’identite´.
De´monstration. Par hypothe`se il existe une surface S˜, une transformation
birationnelle ζ : S˜ 99K S et un entier n tels que ζ−1fnζ soit un automorphisme de
S˜ isotope a` l’identite´. Plac¸ons nous sur S˜ ; pour simplifier nous noterons encore f
l’automorphisme ζ−1fnζ et g la transformation ζ−1gζ.
Nous allons commencer par montrer qu’il existe η : Y 99K S˜ birationnel tel que
η−1f `η soit un automorphisme de Y isotope a` l’identite´ pour un certain ` et η−1gη
soit alge´briquement stable. Notons ν(g) le nombre minimum d’e´clatements ne´cessaires
pour rendre g alge´briquement stable. La preuve proce`de par induction sur ν(g).
Si ν(g) est nul, alors η = id convient.
Supposons le lemme de´montre´ pour les transformations f et g satisfaisant ν(g) ≤ j ;
conside´rons (f˜ , g˜) satisfaisant les hypothe`ses de l’e´nonce´ et ν(g˜) = j + 1. Puisque g˜
n’est pas alge´briquement stable, il existe une courbe V dans Exc(g˜) et un entier q
tels que g˜q(V ) soit un point d’inde´termination p de g˜. Comme f˜ et g˜ commutent, f˜m
fixe les composantes irre´ductibles de Ind(g˜) pour un certain entier m. Pour rendre g˜
alge´briquement stable, conside´rons κ l’e´clatement au point p ; ce point e´tant fixe´ par
f˜m, d’une part κ−1f˜mκ est un automorphisme, d’autre part ν(κ−1g˜κ) = j. Alors,
par hypothe`se de re´currence, il existe η : Y 99K S˜ et ` tels que η−1f˜ `η soit un
automorphisme isotope a` l’identite´ et η−1g˜η soit alge´briquement stable.
Notons f := η−1f `η et g := η−1gη. En reprenant la de´monstration du Lemme 3.12,
nous constatons que f et g sont simultane´ment virtuellement isotopes a` l’identite´.
En effet, la premie`re e´tape pour rendre g automorphisme consiste a` conside´rer ε1
la contraction d’une courbe de Exc(g−1) ; comme les courbes contracte´es par g−1
sont d’auto-intersection ne´gative (Lemme 3.12, c’est ici que l’hypothe`se g virtuel-
lement isotope a` l’identite´ intervient) et que f est isotope a` l’identite´, elles sont
fixe´es par f donc par ε1fε
−1
1 . La i-e`me e´tape consistant a` re´pe´ter la premie`re avec
εi−1 . . . ε1fε−11 . . . ε
−1
i−1 et εi−1 . . . ε1gε
−1
1 . . . ε
−1
i−1, nous obtenons le re´sultat souhaite´.
Le proce´de´ termine et une puissance de εgε−1 est isotope a` l’identite´ (Lemme 3.12,
toujours parce g est suppose´ virtuellement isotope a` l’identite´). 
Nous allons montrer le meˆme genre de re´sultat pour les ge´ne´rateurs standards
d’un k-groupe de Heisenberg.
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Proposition 3.16. Soit ς une repre´sentation de Hk dans le groupe de Cre-
mona. Supposons que tout ge´ne´rateur standard de ς(Hk) soit virtuellement isotope
a` l’identite´. Alors ς(f), ς(g) et ς(h) sont simultane´ment virtuellement isotopes a`
l’identite´.
De´monstration. D’apre`s le Lemme 3.15 nous pouvons supposer que ς(f) et
ς(h) sont simultane´ment isotopes a` l’identite´. Comme g et h commutent, Exc(ς(g))
et Ind(ς(g)) sont invariants, a` conjugaison birationnelle pre`s, par ς(h). La rela-
tion [f, g] = hk, qui s’e´crit aussi fg = hkgf, assure que les ensembles Exc(ς(g)) et
Ind(ς(g)) sont invariants par ς(f). En reprenant le raisonnement de la de´monstration
du Lemme 3.15 et en utilisant le Lemme 4.1 de [20], nous obtenons le re´sultat
souhaite´. 
Dans la suite nous nous inte´ressons aux repre´sentations de Hk dans les groupes
d’automorphismes des surfaces minimales qui sont P1(C)× P1(C), P2(C) et les sur-
faces de Hirzebruch Fm avec m ≥ 2. Rappelons que dans des cartes affines bien
choisies
Aut(P1(C)× P1(C)) = (PGL2(C)× PGL2(C)) o (y, x)
et Aut(Fm) se de´crit, pour m ≥ 2, comme suit ([1] chapitre 5, [33])
(10){(
ζx+ P (y)
(cy + d)m
,
ay + b
cy + d
)
|
(
a b
c d
)
∈ PGL2(C), ζ ∈ C∗, P ∈ C[y], degP ≤ m
}
.
Lemme 3.17. Il n’existe pas de plongement de Hk dans Aut(P1(C)× P1(C)).
De´monstration. Soit ς un morphisme de Hk dans Aut(P1(C)×P1(C)). Quitte
a` conside´rer H2k ⊂ Hk nous pouvons supposer que ς(f), ς(g) et ς(h) fixent les
deux fibrations standards, i.e. que ς est a` valeurs dans PGL2(C) × PGL2(C). Pour
j = 1, 2 notons pij la j-ie`me projection. L’image de ς(H2k) par pij est un sous-groupe
re´soluble de PGL2(C) et comme pij(ς(h
k)) est un commutateur, cette homographie
est conjugue´e a` la translation z+βj. Supposons que βj 6= 0 ; alors, par commutation,
pij(ς(f)) et pij(ς(g)) sont des translations. Dans ce cas la relation [pij(ς(f)), pij(ς(g))] =
pij(ς(h
k)) entraˆıne que βj = 0 : contradiction. Les βj sont donc nuls et ς(h
k) est
trivial : ς n’est pas injectif. 
Pour les morphismes de Hk a` valeurs dans Aut(Fm), avec m ≥ 2, nous obtenons
un re´sultat essentiellement diffe´rent. Notons qu’on peut voir Aut[C2] comme un sous-
groupe du groupe de Cremona ; en effet tout automorphisme (f1(x, y), f2(x, y)) de
C2 se prolonge naturellement en une transformation birationnelle
(znf1(x/z, y/z) : z
nf2(x/z, y/z) : z
n)
ou` n = max(deg f1, deg f2).
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Lemme 3.18. Soit ς un morphisme injectif de Hk dans Aut(Fm), m ≥ 2. Alors
ς(Hk) est birationnellement conjugue´ a` un sous-groupe de E. De plus, ς(h2k) est de
la forme (x + P (y), y) ou` P de´signe un polynoˆme.
Remarque 10. Les sous-groupes abe´liens de PGL2(C) sont, a` conjugaison pre`s,
des groupes d’homothe´ties, de translations et des sous-groupes de {−y, y, 1/y,−1/y}.
De´monstration. Notons pi la projection de Aut(Fm) sur PGL2(C). Quitte a`
conside´rer H2k, ce qu’ici nous faisons, l’image de ς(H2k) par pi n’est pas conjugue´e a`
{y,−y, 1/y,−1/y}. Nous pouvons donc supposer que pi(ς(H2k)) est contenu dans le
groupe des transformations affines de la droite. Il s’en suit (voir (10)) que ς(H2k) est,
a` conjugaison pre`s, un sous-groupe de E. Les relations satisfaites par les ge´ne´rateurs
assurent que ς(h2k) est du type (x + P (y), y). 
Enfin nous mentionnons un re´sultat sans doute bien classique.
Lemme 3.19. Soit ς un morphisme injectif de Hk dans PGL3(C). A` conjugaison
line´aire pre`s, nous avons
ς(f) = (x + ζy, y + β), ς(g) = (x + γy, y + δ) et ς(hk) = (x+ k, y)
avec ζδ − βγ = k.
De´monstration. L’adhe´rence de Zariski ς(Hk) Z de ς(Hk) est un sous-groupe
alge´brique unipotent de PGL3(C) ; comme ς est injective, l’alge`bre de Lie de ς(Hk) Z
est isomorphe a` :
h =



 0 ζ β0 0 γ
0 0 0

 | ζ, β, γ ∈ C

 .
Notons pi la projection canonique de SL3(C) sur PGL3(C). L’alge`bre de Lie de
pi−1(ς(Hk) Z) est, a` conjugaison pre`s, e´gale a` h. L’application exponentielle envoie h
dans le groupe H des matrices triangulaires supe´rieures qui est un groupe alge´brique
connexe. Il en re´sulte que la composante neutre de pi−1(ς(Hk) Z) co¨ıncide avec H.
Tout e´le´ment g de pi−1(ς(Hk) Z) agit par conjugaison sur H donc appartient au
groupe engendre´ par H et j.Id ou` j3 = 1. Puisque pi(j.Id) est trivial, la restriction de
pi a` H est surjective sur ς(Hk) Z ; or elle est injective, c’est donc un isomorphisme.
Par conse´quent ς se rele`ve en une repre´sentation ς˜ de Hk dans H :
Hk ς˜ //
ς
""E
E
E
E
E
E
E
E
H
pi|H

ς(Hk)
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Comme ς˜(hk) s’e´crit comme un commutateur, il est unipotent. En e´crivant les rela-
tions satisfaites par les ge´ne´rateurs nous obtenons a` conjugaison pre`s dans SL3(C)
ς˜(hk) = (x+ k, y), ς˜(f) = (x+ ζy, y + β) et ς˜(g) = (x + γy, y + δ)
avec ζδ − βγ = k ce qui implique le lemme. 
3. QUASI-RIGIDITE´ DE SL3(Z)
3.1. Dynamique de l’image d’un groupe de congruence.
De´finitions 5. SoientG un groupe de type fini, {a1, . . ., an} une partie ge´ne´ratri-
ce de G et f un e´le´ment de G.
(i) La longueur de f , note´e ‖f‖, est le plus petit entier k pour lequel il existe une
suite (s1, . . . , sk) d’e´le´ments de {a1, . . . , an, a−11 , . . . , a−1n } telle que f = s1 . . . sk.
(ii) La quantite´ limk→∞ ‖f k‖/k est la longueur stable de f (voir [17]).
(iii) Un e´le´ment f de G est distordu s’il est d’ordre infini et si sa longueur
stable est nulle. Cette notion est invariante par conjugaison.
Lemme 3.20. La puissance k-ie`me du ge´ne´rateur standard h d’un k-groupe de
HeisenbergHk est distordu. En particulier les ge´ne´rateurs standards de tout sous-
groupe de congruence de SLn(Z) sont distordus.
De´monstration. Puisque [f, h] = [g, h] = id, pour tout couple d’entiers (n,m),
nous avons hknm = [fn, gm]. Pour n = m nous obtenons hkn
2
= [fn, gn] ; par suite
‖hkn2‖ ≤ 4n.
La seconde assertion re´sulte du fait que tout ge´ne´rateur standard d’un Γn(q) s’e´crit
comme le commutateur de deux autres et commute a` chacun d’eux (Remarque
7). 
Lemme 3.21. Soient f un e´le´ment d’un groupe de type fini G et ς un morphisme
de G dans Bir(P2(C)). Il existe une constante positive ou nulle m telle que :
1 ≤ λ(ς(f)) ≤ exp
(
m
‖fn‖
n
)
∀ n.
En particulier, si f est distordu, la longueur stable de f est nulle et le premier degre´
dynamique de ς(f) vaut 1.
De´monstration. Soit {a1, . . ., ak} une partie ge´ne´ratrice de G. Les ine´galite´s
λ(ς(f))n ≤ deg ς(f)n ≤ max
i
(deg ς(ai))
‖fn‖
conduisent a`
0 ≤ log λ(ς(f)) ≤ ‖f
n‖
n
log(max
i
(deg ς(ai))).

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3.2. Notations. Dans la suite ρ de´signe un morphisme injectif d’un sous-groupe
de congruence Γ3(q) de SL3(Z) dans Bir(P
2(C)). Nous de´duisons des Lemmes 3.20
et 3.21 l’e´galite´ λ(ρ(eqij)) = 1. D’apre`s le The´ore`me 3.11, nous avons l’alternative
suivante :
– l’un des ρ(eqij) pre´serve une unique fibration, rationnelle ou elliptique ;
– tout ge´ne´rateur standard de Γ3(q) est virtuellement isotope a` l’identite´.
Nous allons traiter se´pare´ment ces deux e´ventualite´s.
3.3. Fibration invariante.
Lemme 3.22. Soient Γ un groupe de type fini ayant la proprie´te´ (T) et ρ un
morphisme de Γ dans PGL2(C(y)) (resp. PGL2(C)). Alors l’image de ρ est finie.
De´monstration. Notons γi les ge´ne´rateurs de Γ et(
ai(y) bi(y)
ci(y) di(y)
)
leur image par ρ. Un Q-groupe de type fini est isomorphe a` un sous-corps de C
donc Q(ai(y), bi(y), ci(y), di(y)) est isomorphe a` un sous-corps de C et nous pouvons
supposer que ρ est a` valeurs dans PGL2(C) = Isom(H3). Comme Γ a la proprie´te´ (T),
toute action continue de Γ par isome´tries d’un espace hyperbolique re´el ou complexe
posse`de un point fixe ; l’image de ρ est donc, a` conjugaison pre`s, un sous-groupe de
SO3(R). D’apre`s la Proposition 3.8, l’image de ρ est finie. 
Proposition 3.23. Soit ρ un morphisme d’un sous-groupe de congruence Γ3(q)
de SL3(Z) dans Bir(P
2(C)). Si l’un des ρ(eqij) pre´serve une unique fibration, alors
l’image de ρ est finie.
De´monstration. Notons e˜qij les images des e
q
ij par ρ ; d’apre`s la Remarque 7,
les diffe´rents ge´ne´rateurs « jouent un roˆle identique », nous pouvons donc supposer,
sans perdre de ge´ne´ralite´, que e˜q12 pre´serve une unique fibration F .
Les relations entraˆınent que F est invariante par tous les e˜q2ij . En effet, puisque e˜q12
commute a` e˜q13 et e˜
q
32, les e´le´ments e˜
q
13 et e˜
q
32 pre´servent F (c’est l’unicite´) ; puis, la
relation [e˜q12, e˜
q
23] = e˜
q2
13, qui s’e´crit aussi e˜
q
23e˜
q
12e˜
−q
23 = e˜
−q2
13 e˜12, entraˆıne que e˜
q
23 laisse
F invariante. De meˆme [e˜q12, e˜q31] = e˜−q
2
32 assure que F est invariante par e˜q31. Enfin
comme [e˜q23, e˜
q
31] = e˜
q2
21, l’e´le´ment e˜
q2
21 pre´serve F .
Ainsi, pour tout e˜q
2
ij , il existe hij dans PGL2(C) et F : P
2(C) → Aut(P1(C)) de´finis-
sant F tels que F ◦ e˜q2ij = hij ◦ F. Soit ς le morphisme de´fini par :
Γ3(q
2) → PGL2(C)
eq
2
ij 7→ hij
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Puisque Γ3(q
2) a la proprie´te´ (T) de Kazhdan, le groupe Γ = ker ς est d’indice
fini (Lemme 3.22) donc posse`de la proprie´te´ (T). Si F est rationnelle, nous pouvons
supposer que F = (y = cte) ou` y est une coordonne´e d’une carte affine de P2(C) ;
comme le groupe des transformations birationnelles pre´servant la fibration y = cte
s’identifie a` PGL2(C(y)) o PGL2(C), la restriction de ρ a` Γ est « a` valeurs » dans
PGL2(C(y)) ; elle ne peut donc eˆtre injective (Lemme 3.22). Dans ce cas ρ(Γ) est
donc fini ce qui implique que ρ(Γ3(q
2)) et ρ(Γ3(q)) le sont. La fibration F ne peut
eˆtre elliptique ; en effet le groupe des transformations birationnelles qui pre´servent
une fibration elliptique fibre a` fibre est me´tabe´lien et un sous-groupe d’indice fini de
Γ3(q
2) ne peut pas l’eˆtre. 
3.4. Factorisation dans un groupe d’automorphismes. Supposons que tout ge´ne´ra-
teur standard de Γ3(q) soit virtuellement isotope a` l’identite´. D’apre`s la Remarque 9,
la Proposition 3.16, les Lemmes 3.20 et 3.21, les images de eqn12 , e
qn
13 et e
qn
23 par ρ sont,
pour un certain n, des automorphismes d’une surface minimale S. Commenc¸ons par
conside´rer le cas ou` S = P2(C).
Lemme 3.24. Soit ρ un morphisme injectif d’un sous-groupe de congruence Γ3(q)
de SL3(Z) dans Bir(P
2(C)). Si ρ(eqn12 ), ρ(e
qn
13) et ρ(e
qn
23 ) sont, pour un certain n, des
e´le´ments de PGL3(C), alors ρ(Γ3(q
2n2)) est un sous-groupe de PGL3(C).
Avant de de´montrer ce re´sultat, montrons le lemme suivant.
Lemme 3.25. Soit f une transformation birationnelle telle que Exc(f), Exc(f 2)
soient non vides et contenus dans la droite a` l’infini. Si les points d’inde´termination
de f sont aussi sur la droite a` l’infini, alors f est un automorphisme polynomial
de C2.
De´monstration. Comme l’intersection du lieu d’inde´termination de f avec C2
est vide, f|C2 : C2 → P2(C) est holomorphe. Commenc¸ons par montrer que l’image
de C2 par f est contenue dans C2. Supposons que ce ne soit pas le cas ; alors il existe
p dans C2 tel que f(p) soit sur la droite a` l’infini que nous noterons L∞. E´crivons
f sous la forme (P : Q : R) ; soit γ le lieu des ze´ros de R. Comme p appartient a`
γ, cette courbe intersecte le plan affine C2. Soit γ˜ une composante irre´ductible de
γ contenant p ; elle n’est pas contracte´e par f. Il en re´sulte que f(γ˜) = L∞. Notons
p∞ l’image de L∞ par f ; l’image de γ˜ par f 2 et p∞ co¨ıncident : contradiction avec
l’hypothe`se sur Exc(f 2).
Puisque f(C2) est inclus dans C2 le lieu des ze´ros de R est contenu dans L∞, i.e.
R = zn. Par suite f est un automorphisme polynomial de C2. 
De´monstration du Lemme 3.24. Notons e˜ij := ρ(eij). Le Lemme 3.19 per-
met de supposer que e˜qn13 = (x+ qn, y), e˜
qn
12 = (x+ ζy, y+ β) et e˜
qn
23 = (x+γy, y+ δ)
avec ζδ − βγ = q2n2.
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Commenc¸ons par conside´rer le cas ou` βδ est non nul. La relation [e˜qn13 , e˜
kqn
21 ] = e˜
−kq2n2
23
assure que les e´ventuelles courbes contracte´es par e˜kqn21 sont de la forme y = cte.
Puisque e˜qn21 et e˜
qn
23 commutent, les ensembles Exc(e˜
kqn
21 ) et Ind(e˜
kqn
21 ) sont invariants
par e˜qn23 . Nous en de´duisons que Ind(e˜
qn
21), Exc(e˜
qn
21) et Exc(e˜
2qn
21 ) sont contenus dans la
droite a` l’infini. Ainsi nous avons l’alternative :
– e˜qn21 est dans PGL3(C) ;
– e˜qn21 est, d’apre`s le Lemme 3.25, un automorphisme polynomial de C
2.
Remarquons que si e˜qn21 est dans PGL3(C) il laisse, par commutation avec e˜
qn
23 , la droite
a` l’infini invariante ; il est donc dans Aut[C2]. De meˆme nous montrons, a` l’aide des
e´galite´s [e˜qn13 , e˜
qn
32 ] = e˜
q2n2
12 et [e˜
qn
12 , e˜
qn
32 ] = Id, que e˜
qn
32 appartient a` Aut[C
2]. Ainsi tous
les e˜q
2n2
ij sont des automorphismes polynomiaux de C
2 ; d’apre`s le The´ore`me 3.9, le
morphisme ρ ne peut pas eˆtre injectif.
Si βδ = 0, l’e´galite´ ζδ− βγ = q2n2 assure que β et δ ne sont pas tous les deux nuls.
Conside´rons le cas ou` β = 0. La conjugaison par (x+ γ
2
y − γ
2δ
y2, y) laisse e˜qn13 et e˜
qn
12
invariants et envoie e˜qn23 sur (x, y+ δ) ; supposons donc que e˜
qn
23 s’e´crive (x, y+ δ). La
transformation e˜qn21 satisfait les relations [e˜
qn
13 , e˜
qn
21 ] = e˜
−q2n2
23 et [e˜
qn
21 , e˜
qn
23 ] = Id ; notons
que l’e´le´ment ξ := (x, δnx + y) de PGL3(C) ve´rifie aussi ces e´galite´s (c’est le fait de
rendre γ nul par conjugaison qui permet une telle construction). Remarquons que
l’application f de´finie par f := e˜qn21ξ
−1 commute a` e˜qn13 et e˜
qn
23 ; nous en de´duisons que
f s’e´crit (x+ a, y+ b) et, qu’a` conjugaison pre`s par (x+ b
δ
, y), la transformation e˜qn21
est de la forme (x+ a, δx+ y) ; en particulier e˜qn21 est line´aire. De meˆme, si η de´signe(
x
1+ζy
, y
1+ζy
)
, alors l’application g de´finie par g := e˜qn32η
−1 commute a` e˜qn13 et e˜
qn
12 . Il
en re´sulte que g s’e´crit (x + b(y), y) et que e˜qn32 est du type :(
x
1 + ζy
+ b
(
y
1 + ζy
)
,
y
1 + ζy
)
.
Comme [e˜qn23 , e˜
qn
31 ] = e˜
q2n2
21 , [e˜
qn
21 , e˜
qn
31 ] = Id et [e˜
qn
12 , e˜
qn
31 ] = e˜
−q2n2
32 la transformation e˜
qn
21
s’e´crit (x, δx+ y) et
e˜qn31 =
(
x
1 + δx
,
y
1 + δx
)
.
Finalement, puisque e˜qn31 et e˜
qn
32 commutent, b est nul : l’image de ρ est un sous-groupe
de PGL3(C).
Nous constatons, en reprenant le meˆme raisonnement, que le cas δ = 0 n’arrive
pas. 
Le lemme qui suit traite le cas des surfaces de Hirzebruch.
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Lemme 3.26. Soit ρ un morphisme d’un sous-groupe de congruence Γ3(q) de
SL3(Z) dans Bir(P
2(C)). Supposons que ρ(eqn12), ρ(e
qn
13) et ρ(e
qn
23) soient, pour un cer-
tain n, simultane´ment conjugue´s a` des e´le´ments de Aut(Fm) avec m ≥ 2 ; alors
l’image de ρ est finie ou contenue, a` conjugaison pre`s, dans PGL3(C).
De´monstration. Posons e˜ij := ρ(eij). D’apre`s le Lemme 3.18, nous pouvons
supposer, a` conjugaison pre`s, que e˜q
2n2
13 s’e´crit (x + P (y), y). Remarquons que si
P ≡ 0, l’image de ρ est finie ; en effet ker ρ n’e´tant pas fini il est, d’apre`s le The´ore`me
3.13, d’indice fini. Sinon nous constatons que e˜qn12 est du type (βx + Q(y), ξ1(y)) et
e˜qn23 de la forme (δx +R(y), ξ2(y)) ou` β, δ de´signent deux complexes non nuls et ξ1,
ξ2 deux transformations affines qui commutent. Nous pouvons donc supposer, quitte
a` reprendre l’argument du Lemme 3.17, que le groupe engendre´ par les ξi n’est pas
le groupe abe´lien Z/2Z × Z/2Z et donc que ξ1 et ξ2 sont simultane´ment soit des
homothe´ties, soit des translations.
a. Conside´rons le cas ou` ξ1 et ξ2 sont des homothe´ties.
Si elles sont toutes deux d’ordre fini, alors, quitte a` prendre une puissance de e˜qn12 et
e˜qn23 , nous pouvons supposer, a` conjugaison birationnelle pre`s, que :
e˜qn12 = (x+ F (y), y) et e˜
qn
23 = (x+G(y), y);
par suite e˜q
2n2
13 = [e˜
qn
12 , e˜
qn
23 ] est trivial : ρ n’est pas injectif. Supposons, par exemple,
que ξ1 ne soit pas d’ordre fini ; alors, a` conjugaison par un automorphisme pre`s, e˜
qn
12
est de la forme (βx, ζy) ou (ζ i0x+ µyi0, ζy). Dans le premier cas, nous obtenons, en
e´crivant la commutation de e˜qn12 et e˜
q2n2
13 , que e˜
q2n2
13 est trivial ce qui implique encore
que ρ est d’image finie (The´ore`me 3.13). Dans le second cas, puisque e˜qn23 et e˜
q2n2
13
commutent, nous avons l’une des deux possibilite´s suivantes :
– e˜q
2n2
13 est trivial ;
– e˜qn23 = (ν
i0x +R(y), νy) et e˜q
2n2
13 = (x + pi0y
i0, y).
La premie`re e´ventualite´ entraˆıne que l’image de ρ est finie (The´ore`me 3.13) ; la
seconde aussi en e´crivant l’e´galite´ e˜q
2n2
13 = [e˜
qn
12 , e˜
qn
23 ]. Remarquons que pour montrer
que l’image de ρ est finie, nous nous sommes uniquement servis des relations du
qn-groupe de Heisenberg 〈e˜qn12 , e˜qn13 , e˜qn23〉. Notons pi la projection de Aut(Fm) sur
PGL2(C) ; puisque pi(e˜
qn
13) est trivial, pi(e˜
qn
12) et pi(e˜
qn
23) jouent des roˆles identiques
dans le qn-groupe de Heisenberg 〈pi(e˜qn12), pi(e˜qn13), pi(e˜qn23)〉 : le cas ou` ξ2 est d’ordre
infini se traite de la meˆme manie`re.
b. Enfin e´tudions le cas ou` les ξi sont des translations.
Si les deux sont triviales, nous concluons comme ci dessus. Supposons ξ1 non triviale ;
a` normalisation pre`s nous avons ξ1(y) = y + 1. E´crivons les relations satisfaites par
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e˜qn12 , e˜
qn
13 et e˜
qn
23 ; nous obtenons :
e˜qn13 = (x+ 1, y), e˜
qn
12 = (x +Q(y), y + 1) et e˜
qn
23 = (x+R(y), y + β).
Les e´galite´s [e˜qn12 , e˜
kqn
32 ] = Id et [e˜
qn
13 , e˜
kqn
32 ] = e˜
kq2n2
12 assurent que Exc(e˜
kqn
32 ) et Ind(e˜
qn
32)
sont invariants par e˜qn12 et e˜
qn
13 . Il s’en suit que Ind(e˜
qn
32), Exc(e˜
qn
32) et Exc(e˜
2qn
32 ) sont
contenus dans la droite a` l’infini. Alors e˜qn32 est ou bien dans PGL3(C) ou bien,
d’apre`s le Lemme 3.25, un automorphisme polynomial de C2. La commutation de
e˜qn12 et e˜
qn
32 assure que e˜
qn
32 est dans Aut[C
2]. Si ξ2 est non triviale, alors e˜
qn
21 appartient a`
Aut[C2] par le meˆme argument que ci-dessus (en utilisant cette fois [e˜qn21 , e˜
qn
23 ] = Id et
[e˜qn13 , e˜
qn
21 ] = e˜
−q2n2
23 ). Les relations assurent alors que ρ(Γ3(q
2n2)) est un sous-groupe
de Aut[C2] ; d’apre`s le The´ore`me 3.9, le morphisme ρ est d’image finie.
Conside´rons le cas ou` ξ2 est l’identite´ ; alors e˜
qn
23 s’e´crit (x+R(y), y). La commutation
de e˜qn13 et e˜
qn
12 entraˆıne que e˜
qn
12 = (x + Q(y), y + 1) ; posons Q(y) :=
∑`
k=0 qky
k.
Conjuguons e˜qn12 , e˜
qn
13 et e˜
qn
23 par (x +
∑`
j=0 hjy
j+1, y) ou` h` := − q``+1 et pour tout
0 ≤ j ≤ `− 1 :
hj := − 1
j + 1
(
qj +
∑`
k=j+1
{
j
k+1hk
)
;
nous obtenons que e˜qn13 et e˜
qn
23 sont inchange´s et que e˜
qn
12 est du type (x, y + 1).
Finalement en e´crivant que [e˜qn12 , e˜
qn
23 ] = e˜
−q2n2
13 nous constatons que R est line´aire :
apre`s conjugaison, e˜qn12 , e˜
qn
13 et e˜
qn
23 sont dans PGL3(C) ; le Lemme 3.24 permet de
conclure.
Remarquons que, dans ce dernier cas, nous avons uniquement utilise´ les relations du
qn-groupe de Heisenberg 〈e˜qn12 , e˜qn13 , e˜qn23〉. Puisque pi(e˜qn13) est trivial, pi(e˜qn12) et pi(e˜qn23)
jouent des roˆles syme´triques dans le qn-groupe de Heisenberg 〈pi(e˜qn12), pi(e˜qn13), pi(e˜qn23)〉
l’e´ventualite´ ou` ξ2 est non triviale et ξ1 triviale se traite donc de la meˆme manie`re.

3.5. Conclusion. De´montrons le The´ore`me 3.1.
La Proposition 3.23 assure que tout ge´ne´rateur standard de Γ3(q) est virtuel-
lement isotope a` l’identite´. D’apre`s la Proposition 3.16 les transformations ρ(eqn12),
ρ(eqn13) et ρ(e
qn
23) sont, pour un certain n, conjugue´es a` des automorphismes d’une
surface minimale S ; seuls les cas S = P2(C) et S = Aut(Fm), avec m ≥ 2, sont a`
conside´rer (Lemme 3.17). Nous obtenons finalement que ρ(Γ3(q
2n2)) est, a` conju-
gaison pre`s, un sous-groupe de PGL3(C) (Lemmes 3.24 et 3.26). Nous pouvons donc
supposer que ρ(Γ3(q
2n2)) est un sous-groupe de PGL3(C).
La restriction de ρ a` Γ3(q
2n2) se prolonge alors en un morphisme de groupe de
Lie de PGL3(C) dans lui-meˆme (voir [37]) ; par simplicite´ de PGL3(C), ce prolon-
gement est injectif et donc surjectif. Or d’apre`s le chapitre IV de [19] les automor-
phismes lisses de PGL3(C) s’obtiennent a` partir des automorphismes inte´rieurs et de
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la contragre´diente ; ainsi, a` conjugaison line´aire pre`s, la restriction de ρ a` Γ3(q
2n2)
co¨ıncide avec le plongement canonique ou la contragre´diente.
Soit f un e´le´ment de ρ(Γ) \ ρ(Γ3(q2n2)) qui contracte au moins une courbe C =
Exc(f). Le groupe Γ3(q
2n2) est distingue´ dans Γ ; la courbe C est donc invariante
par tous les e´le´ments de ρ(Γ3(q
2n2)) donc par tous ceux de ρ(Γ3(q2n2))
Z
= PGL3(C),
ou` l’adhe´rence est prise au sens de Zariski, ce qui est impossible. Donc f appartient
a` PGL3(C) et ρ(Γ) est inclus dans PGL3(C).
4. APPLICATIONS AUX GROUPES ARITHME´TIQUES
4.1. Cas des groupes SLn(Z).
The´ore`me 3.27. Tout morphisme d’un sous-groupe d’indice fini de SLn(Z) dans
le groupe de Cremona est d’image finie de`s que n ≥ 4.
De´monstration. Soient Γ un sous-groupe d’indice fini de SL4(Z) et ρ un mor-
phisme de Γ dans Bir(P2(C)). Le sous-groupe Γ de SL4(Z) contient, d’apre`s le
The´ore`me 3.13, un sous-groupe de congruence Γ4(q). Notons E
q
ij les images des
ge´ne´rateurs standards de Γ4(q) par ρ. Le morphisme ρ induit une repre´sentation
fide`le ρ˜ de Γ3(q) dans Bir(P
2(C)) :
Γ ⊃
(
Γ3(q) 0
0 1
)
→ Bir(P2(C)).
Le The´ore`me 3.1 assure qu’a` conjugaison pre`s ρ˜ est le plongement canonique ou la
contragre´diente.
Plac¸ons nous dans la premie`re e´ventualite´. L’e´le´ment Eq34 commute a`E
q
31 = (x, y, qx+
z) et Exc(Eq34) est invariant par (x, y, qx + z). Par ailleurs E
q
34 commute a` E
q
12 et
Eq21, autrement dit au Γ2(q) suivant :
Γ ⊃


Γ2(q)
0 0
0 0
0 0
0 0
1 0
0 1

 .
Or l’action de SL2(Z) sur C
2 ne laisse pas de courbe invariante ; les e´ventuelles
courbes contracte´es par Eq34 sont donc contenues dans la droite a` l’infini. L’image de
celle-ci par (x, y, qx+ z) intersecte C2 ; par suite Exc(Eq34) est vide et E
q
34 appartient
a` PGL3(C). Nous montrons de la meˆme manie`re que E
q
43 est un e´le´ment de PGL3(C).
Alors les relations assurent que ρ(Γ4(q)) est dans PGL3(C) ; l’image de ρ est donc
finie. En effet la restriction de ρ a` Γ4(q) se prolonge en un morphisme η de PGL4(C)
dans PGL3(C). Le morphisme η est trivial donc ρ|Γ4(q) aussi ; Γ4(q) e´tant d’indice fini
dans Γ, l’image de ρ est finie.
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Un raisonnement analogue permet de conclure lorsque ρ˜ est la contragre´diente.
Soient Γ un sous-groupe d’indice fini de SLn(Z), avec n ≥ 4, et ρ un mor-
phisme de Γ dans Bir(P2(C)) ; notons Γn(q) le sous-groupe de congruence contenu
dans Γ (The´ore`me 3.13). Le morphisme ρ induit une repre´sentation de Γ4(q) dans
Bir(P2(C)). D’apre`s ce qui pre´ce`de le noyau de celle-ci est infini ; il en est donc de
meˆme pour ker ρ. 
4.2. Repre´sentation de SO2,3(Z). Remarquons que les ge´ne´rateurs αi d’un groupe
d’indice fini de SO2,3(Z) sont distordus : les α2i+1 le sont car 〈α2i, α2i+2, α2i+1〉 est un
qi-groupe de Heisenberg (Lemme 3.20) ; enfin les α2i sont aussi distordus puisque
les α2i−1 le sont et que α
pin
2i s’e´crit [α
n
2i−1, α2i+2].
Dans cette partie nous allons montrer le :
The´ore`me 3.28. Il n’existe pas de morphisme injectif d’un sous-groupe d’indice
fini de SO2,3(Z) dans le groupe de Cremona.
Rappelons que le sous-groupe 〈α2, α3, α4〉 de SO2,3(Z) est un q1-groupe de Hei-
senberg ; nous pouvons alors appliquer les e´nonce´s 3.16, 3.17, 3.18 et 3.19 a` ce
groupe. Il suffit donc, pour montrer ce the´ore`me, de de´montrer des re´sultats ana-
logues a` la Proposition 3.23, aux Lemmes 3.24 et 3.26 ; c’est ce que nous allons
faire.
Proposition 3.29. Soit ρ un morphisme d’un sous-groupe de congruence Γ
de SO2,3(Z) dans le groupe de Cremona. Si l’un des ρ(αi) pre´serve une unique
fibration, alors ρ n’est pas injectif.
De´monstration. Posons α˜i := ρ(αi). Montrons que si un α˜i pre´serve une
unique fibration F , alors tous les α˜i laissent F invariante. « La syme´trie des re-
lations » assure qu’il suffit de conside´rer les deux cas suivants : α˜1 ou α˜2 pre´serve
une unique fibration F . Commenc¸ons par supposer que α˜1 pre´serve une unique fi-
bration F ; puisque α˜2, α˜3, α˜7 et α˜8 commutent a` α˜1, ils pre´servent F . Enfin les
relations [α˜1, α˜4] = α˜
p2
2 , [α˜6, α˜1] = α˜
r3
8 et [α˜4, α˜6] = α˜
q2
5 impliquent que α˜4, α˜6 et
α˜q25 laissent F invariante. Si α˜2 pre´serve une unique fibration F , alors, comme α˜3
et α˜1 commutent a` α˜2, ils pre´servent F ; les e´galite´s [α˜2, α˜4] = α˜q23 , [α˜8, α˜2] = αq41 ,
[α˜7, α˜2] = α˜
p4
8 et [α˜4, α˜7] = α˜
r2
6 assurent que α˜4, α˜8, α˜5, α˜7 et α˜
r2
6 laissent F inva-
riante. Le Lemme 3.22 et un raisonnement analogue a` celui de la de´monstration de
la Proposition 3.23 permettent de conclure. 
Lemme 3.30. Soit ρ un morphisme d’un sous-groupe de congruence Γ de SO2,3(Z)
dans Bir(P2(C)). Si ρ(αn2 ), ρ(α
n
3 ) et ρ(α
n
4 ) sont, pour un certain n, des e´le´ments de
PGL3(C), alors ρ n’est pas injectif.
De´monstration. Quitte a` remplacer αni par αi, nous allons supposer que n
vaut 1. Notons α˜i l’image de αi par ρ. Supposons que ρ soit injectif ; le Lemme 3.19
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assure que α˜q13 = (x + q1, y), α˜2 = (x + ζy, y + β) et α˜4 = (x + γy, y + δ) avec
ζδ − βγ = q1.
Si βδ = 0, l’e´galite´ ζδ−βγ = q1 assure que β et δ sont non tous deux nuls. Supposons,
par exemple, que β = 0 ; a` conjugaison pre`s nous avons :
α˜q13 = (x + nq1, y), α˜2 = (x+ ζy, y) et α˜4 = (x, y + δ) avec ζδ = q1.
Les e´le´ments α˜1 et α˜5 commutent a` α˜3 donc s’e´crivent (x + b(y), ξ1(y)) et (x +
a(y), ξ5(y)). La relation [α˜2, α˜5] = α˜
r1
4 implique alors δ = 0 ce qui est exclu.
Si δ est nul, le meˆme raisonnement conduit a` β = 0 ce qui est impossible.
Supposons que le produit βδ soit non nul. Les relations [α˜k1 , α˜3] = Id et [α˜
k
1, α˜4] = α˜
p1
2
assurent que Exc(α˜1), Exc(α˜
2
1) et Ind(α˜1) sont contenus dans la droite a` l’infini. Alors
ou bien α˜1 est dans PGL3(C), ou bien α˜1 est un automorphisme polynomial de C
2
(Lemme 3.25). Remarquons que si α˜1 est dans PGL3(C), il laisse, par commutation
avec α˜2, la droite a` l’infini invariante ; autrement dit c’est un automorphisme poly-
nomial de C2. De meˆme les relations [α˜3, α˜
k
5] = Id, [α˜2, α˜
k
5] = α˜
kr1
4 et [α˜4, α˜5] = Id
entraˆınent que α˜5 est dans Aut[C
2] ; les e´galite´s [α˜q13 , α˜6] = α˜
q1p2
4 , [α˜4, α˜
k
6 ] = α˜
q2
5 et
[α˜5, α˜6] = Id impliquent que α˜6 est un automorphisme polynomial de C
2. Pour finir
d’apre`s [α˜k8 , α˜3] = α˜
kr4
2 , [α˜
k
8 , α˜2] = α˜
kq4
1 et [α˜8, α˜1] = Id l’e´le´ment α˜8 appartient a`
Aut[C2]. Par suite ρ(Γ) est un sous-groupe de Aut[C2] : impossible par le The´ore`me
3.9. 
Lemme 3.31. Soit ρ un morphisme d’un sous-groupe de congruence Γ de SO2,3(Z)
dans le groupe de Cremona. Supposons que ρ(αn2 ), ρ(α
n
3 ) et ρ(α
n
4 ) soient, pour un
certain n, simultane´ment conjugue´s a` des e´le´ments de Aut(Fm) avec m ≥ 2 ; alors ρ
n’est pas injectif.
De´monstration. Quitte a` remplacer αni par αi, nous allons supposer que n = 1.
Notons α˜i l’image de αi par ρ. Supposons que ρ soit injectif ; le Lemme 3.18 assure
que
α˜q13 = (x+ P (y), y), α˜2 = (a2x+Q(y), ξ2(y)), et α˜4 = (a4x+R(y), ξ4(y)).
Si nous reprenons la de´monstration du Lemme 3.26 nous constatons le fait suivant :
la pre´sence d’un k-groupe de Heisenberg permet de conclure sauf dans le cas ou` les
ξi sont des translations non triviales ; nous n’envisageons donc que ce cas. E´crivons
les relations satisfaites par α˜q13 , α˜2 et α˜4 ; nous obtenons :
α˜q13 = (x + 1, y), α˜2 = (x +Q(y), y + β) et α˜4 = (x +R(y), y + γ).
Les e´galite´s [α˜1, α˜
q1
3 ] = Id et [α˜
k
1 , α˜
n
4 ] = α˜
kp1
2 assurent que Ind(α˜1), Exc(α˜1) et Exc(α˜
2
1)
sont contenus dans la droite a` l’infini ; ainsi ou bien α˜1 appartient a` PGL3(C), ou
bien α˜1 est un automorphisme polynomial de C
2 (Lemme 3.25). La commutation de
α˜1 avec α˜2 assure que α˜1 laisse la droite a` l’infini invariante, i.e. α˜1 est dans Aut[C
2].
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Remarquons que, de la meˆme manie`re, [α˜q13 , α˜5] = Id, [α˜2, α˜
k
5] = α˜
kr1
4 et [α˜4, α˜5] = Id
impliquent que α˜5 appartient a` Aut[C
2] ; enfin [α˜q13 , α˜6] = α˜
q1p2
4 , [α˜4, α˜
k
6 ] = α˜
kq2
5
et [α˜5, α˜6] = Id entraˆınent qu’il en est de meˆme pour α˜6. Par suite l’image de ρ
est un sous-groupe de Aut[C2] ; d’apre`s le The´ore`me 3.9, le morphisme ρ n’est pas
injectif. 
4.3. Cas des groupes arithme´tiques. Nous finissons cette partie en de´montrant
le The´ore`me 3.2. Supposons que r ≥ 3. Puisque G est simple, son syste`me de Q-
racines posse`de un sous-syste`me irre´ductible de rang 3, i.e. un syste`me de racines
de type A3, B3 ou C3 (voir [9], page 197, the´ore`me 3). Or C3 (resp. B3) posse`de un
sous-syste`me de type A3 (resp. B2) donc le syste`me de Q-racines de G posse`de un
sous-syste`me de type A3 ou B2.
Commenc¸ons par supposer qu’il s’agit d’un sous-syste`me de type A3. Dans ce cas Γ
contient un sous-groupe Γ˜ isomorphe a` un sous-groupe d’indice fini de SL4(Z) ; alors
le The´ore`me 3.27 assure que le noyau de ρ|Γ˜ est infini, donc l’image de ρ est finie. Si
G posse`de un sous-syste`me de type B2, alors Γ contient un sous-groupe Γ˜ isomorphe
a` un sous-groupe d’indice fini de SO2,3(Z) ; d’apre`s le The´ore`me 3.28 le noyau de ρ|Γ˜
est infini donc le noyau de ρ aussi. Ainsi de`s que r ≥ 3, l’image de ρ est finie.
Enfin si r = 2, le groupe G posse`de un syste`me de type A2 ou B2. Si ρ est d’image
infinie, il s’agit d’un syste`me de type A2 (The´ore`me 3.28) ; le The´ore`me 3.1 assure
alors que l’image de ρ est, a` conjugaison pre`s, un sous-groupe de PGL3(C).
5. GROUPES NILPOTENTS
Nous allons dans cette partie rede´montrer le The´ore`me 3.27 : il n’existe pas de
plongement d’un sous-groupe d’indice fini de SLn(Z) dans Bir(P
2(C)) de`s que n ≥ 4.
La de´marche est la suivante : nous montrons que le groupe nilpotent des matrices
4× 4 triangulaires a` coefficients entiers, ces coefficients valant 1 sur la diagonale, ne
se plonge pas dans Bir(P2(C)).
Rappelons que J de´signe le groupe de Jonquie`res et J0 le sous-groupe de J iso-
morphe a` PGL2(C(y)).
Lemme 3.32. Soit ς un morphisme injectif de H dans J. La transformation ς(h2)
appartient a` J0.
De´monstration. Notons pi la projection de J sur PGL2(C). Si pi(ς(h)) n’est pas
de 2 torsion, alors son centralisateur est abe´lien. Puisque pi(ς(h)) = [pi(ς(f)), pi(ς(g))]
ceci de´montre le lemme. 
De la meˆme manie`re nous obtenons le :
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Lemme 3.33. Soit ς un morphisme injectif deH dans Aut(Fm). La transformation
ς(h2) appartient a` :
{(ζx+ f(y), y) | ζ ∈ C∗, f ∈ C[y], deg f ≤ m}.
Notons :
g1 :=


1 1 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

 , g2 :=


1 0 1 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

 , g3 :=


1 0 0 1
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

 ,
g4 :=


1 0 0 0
0 1 1 0
0 0 1 0
0 0 0 1

 , g5 :=


1 0 0 0
0 1 0 1
0 0 1 0
0 0 0 1

 , g6 :=


1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 1
0 0 0 1

 .
Posons N := 〈g1, g2, g3, g4, g5, g6〉.
Proposition 3.34. Le groupe N ne se plonge pas dans Bir(P2(C)).
E´crivons les relations satisfaites par les gi :
[g1, g2] = Id, [g1, g3] = Id, [g1, g4] = g2, [g1, g5] = g3, [g1, g6] = Id
[g2, g3] = Id, [g2, g4] = Id, [g2, g5] = g3, [g2, g6] = g3, [g3, g4] = Id
[g3, g5] = Id, [g3, g6] = Id, [g4, g5] = Id, [g4, g6] = g5, [g5, g6] = Id.
Remarque 11. Supposons que ρ soit un morphisme injectif de N dans Bir(P2(C)).
L’e´le´ment g2 (resp. g3, resp. g5) s’e´crit comme le commutateur de deux gi avec les-
quels il commute donc λ(ρ(g2)) = λ(ρ(g3)) = λ(ρ(g5)) = 1 (Lemme 3.21). Ainsi nous
avons, d’apre`s le The´ore`me 3.11, l’alternative suivante :
– ρ(g2) ou ρ(g3) ou ρ(g5) pre´serve une unique fibration (rationnelle ou elliptique) ;
– ρ(g2), ρ(g3) et ρ(g5) sont virtuellement isotopes a` l’identite´.
Lemme 3.35. Supposons que ρ soit un morphisme injectif de N dans Bir(P2(C)).
Si ρ(g2) ou ρ(g3) ou ρ(g5) pre´serve une unique fibration F , alors ρ(N) pre´serve cette
fibration.
De´monstration. Si la fibration F est invariante par ρ(g3), alors, puisque g3
est dans le centre de N, tous les ρ(gi) pre´servent F (c’est l’unicite´).
Supposons que ρ(g2) pre´serve une unique fibration F . Par commutation les trans-
formations ρ(g1), ρ(g3) et ρ(g4) laissent F invariante. La relation [g2, g5] = g3, qui
s’e´crit aussi g5g2g
−1
5 = g
−1
2 g3, assure que ρ(g5) pre´serve F ; comme [g2, g6] = g3 nous
obtenons le re´sultat annonce´.
Le cas restant (ρ(g5) laisse F invariante) se traite de la meˆme manie`re. 
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Lemme 3.36. Supposons que ρ soit un morphisme injectif de N dans Bir(P2(C)).
Alors ni ρ(g2), ni ρ(g3), ni ρ(g5) ne pre´serve une unique fibration elliptique.
De´monstration. Si ρ(g2) ou ρ(g3) ou ρ(g5) pre´serve une unique fibration el-
liptique F , alors, d’apre`s le Lemme 3.35, l’image de N par ρ laisse F invariante.
A` indice fini pre`s, les ρ(gi) pre´servent F fibre a` fibre ([15], proposition 3.6) ; or
le groupe des transformations birationnelles qui pre´servent une fibration elliptique
fibre a` fibre est virtuellement abe´lien et N n’est pas virtuellement abe´lien. 
Lemme 3.37. Supposons que ρ soit un morphisme injectif de N dans Bir(P2(C)) ;
alors ni ρ(g2), ni ρ(g3), ni ρ(g5) ne pre´serve une unique fibration rationnelle.
De´monstration. Supposons que ρ(g2) ou ρ(g3) ou ρ(g5) laisse une unique fi-
bration rationnelle F invariante. D’apre`s le Lemme 3.35, l’image de N par ρ laisse
F invariante autrement dit ρ(G) est contenu dans le groupe de Jonquie`res. Le
Lemme 3.32 assure que ρ(g2), ρ(g3) et ρ(g5) sont dans J0, i.e. 〈ρ(g2), ρ(g3), ρ(g5)〉
forme un sous-groupe nilpotent non abe´lien de J0 ' PGL2(C(y)) : impossible. 
Lemme 3.38. Soit ρ un morphisme de N dans Bir(P2(C)). Supposons que ρ(g2),
ρ(g3) et ρ(g5) soient virtuellement isotopes a` l’identite´, alors ρ n’est pas injectif.
De´monstration. D’apre`s la Proposition 3.16 et la Remarque 9, nous nous
ramenons aux cas ou` ρ(g2), ρ(g3) et ρ(g5) sont des automorphismes d’une surface
minimale S ; le Lemme 3.17 assure que seuls les cas S = Fm avec m ≥ 2 et S = P2(C)
sont a` conside´rer.
Supposons que S = Fm, m ≥ 2, et que ρ soit injectif. D’apre`s les Lemmes 3.18 et
3.33 nous avons a` indice fini et conjugaison pre`s :
ρ(g3) = (x+ P (y), y), ρ(g2) = (αx+Q(y), y) et ρ(g5) = (βx+R(y), y).
Ainsi 〈ρ(g2), ρ(g3), ρ(g5)〉 est un sous-groupe nilpotent infini non abe´lien de J0 '
PGL2(C(y)) : impossible.
Reste le cas S = P2(C). Supposons que ρ soit injectif. D’apre`s le Lemme 3.19, nous
avons a` conjugaison pre`s :
ρ(g2) = (x+αy, y+β), ρ(g5) = (x+γy, y+δ) et ρ(g3) = (x+1, y) avec αδ−βγ = 1.
Un e´le´ment qui commute a` ρ(g3) est du type (x + a(y), νa(y)), ou` a appartient a`
C(y) et νa a` PGL2(C), autrement dit :
ρ(g1) = (x+ a(y), νa(y)), ρ(g4) = (x + b(y), νb(y)) et ρ(g6) = (x + c(y), νc(y)).
La relation [g1, g5] = g3 assure que nous avons l’alternative suivante :
– ou bien δ est nul, γβ = −1 et ρ(g1) = (x+ a(y), y − β) ;
– ou bien ρ(g1) = (x +
γλ+1
δ
y + µ, y + λ).
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Commenc¸ons par envisager la premie`re possibilite´. La commutation de g4 (resp. g6)
et g5 assure que νb (resp. νc) est trivial. Alors 〈ρ(g4), ρ(g5), ρ(g6)〉 est un sous-groupe
nilpotent infini non abe´lien de J0 : impossible.
E´tudions la seconde e´ventualite´. Puisque g1 et g6 commutent, l’une des conditions
suivantes est satisfaite :
a. ρ(g1) s’e´crit (x+
y
δ
+ µ, y) et νc est trivial ;
b. ρ(g6) s’e´crit (x+
γλ+1
λδ
y + η, y + ε).
Traitons ces cas se´pare´ment.
a. La commutation de g1 et g2 entraˆıne que ρ(g2) = (x+ αy, y) et αδ = 1. Par suite
〈ρ(g2), ρ(g6), ρ(g3)〉 est un sous-groupe nilpotent infini non abe´lien de J0 ce qui est
exclu.
b. Comme g5 et g6 commutent, nous avons γε =
γλ+1
λ
. A` partir de [g2, g6] = g3 nous
obtenons αδ = βγ ce qui contredit l’e´galite´ αδ − βγ = 1. 
La Proposition 3.34 re´sulte de la Remarque 11, des Lemmes 3.36, 3.37 et 3.38.
De´monstration du The´ore`me 3.27. Soit Γ un sous-groupe d’indice fini dans
SL4(Z) ; il contient un sous-groupe de congruence Γ4(q) (The´ore`me 3.13). Il existe
dans Γ4(q) un sous-groupe nilpotent isomorphe a` N ; la Proposition 3.34 assure alors
le re´sultat annonce´ pour n = 4.
Soient Γ un sous-groupe d’indice fini de SLn(Z), avec n ≥ 4, et ρ un morphisme
de Γ dans Bir(P2(C)) ; d’apre`s le The´ore`me 3.13, le groupe Γ contient un groupe
de congruence Γn(q). Le morphisme ρ induit une repre´sentation de Γ4(q) dans
Bir(P2(C)). Le noyau de celle-ci est infini ; il en est donc de meˆme pour ker ρ. 
6. AUTOMORPHISMES DU GROUPE DE CREMONA
Nous allons rede´montrer le The´ore`me 2.1 : soit ϕ un automorphisme du groupe
de Cremona ; il existe un automorphisme τ du corps C et ψ dans Bir(P2(C)) tels
que, pour toute transformation birationnelle f , on ait :
ϕ(f) = τ(ψfψ−1).
Lemme 3.39. Soit ϕ un automorphisme du groupe de Cremona. Si la restriction
de ϕ a` SL3(Z) est l’identite´, alors, a` automorphisme de corps et conjugaison line´aire
pre`s, sa restriction a` PGL3(C) l’est aussi.
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De´monstration. Notons H le groupe des matrices triangulaires supe´rieures :
H :=



 1 a b0 1 c
0 0 1

 | a, b, c ∈ C

 .
Les groupes H et SL3(Z) engendrent PGL3(C) donc montrer que PGL3(C) est inva-
riant par ϕ revient a` montrer que ϕ(H) = H. Posons :
fb(x, y) := ϕ(x + b, y), ga(x, y) := ϕ(x+ ay, y) et hc(x, y) := ϕ(x, y + c).
Les transformations birationnelles fb et hc commutent a` (x+ 1, y) et (x, y+ 1) donc
fb = (x + η(b), y + ζ(b)) et hc = (x + γ(c), y + β(c))
ou` η, ζ, γ et β sont des morphismes additifs de C ; puisque ga commute a` (x+ y, y)
et (x+ 1, y) il est de la forme (x+ Aa(y), y) (voir Lemme 2.18). La relation
(x + ay, y)(x, y + c)(x + ay, y)−1(x, y + c)−1 = (x+ ac, y)
implique que, pour tous nombres complexes a et c, nous avons gahc = fachcga. Nous
en de´duisons que :
fb = (x+ η(b), y), ga = (x + µ(a)y + δ(a), y) et µ(a)β(c) = η(ac).
En particulier ϕ(H) est inclus dans H. L’e´galite´ µ(a)β(c) = η(ac) conduit a` η =
µ = β car η(1) = µ(1) = β(1) = 1 ; remarquons qu’alors cette meˆme e´galite´ assure
que η est multiplicatif.
Notons T le groupe des translations dans l’ouvert affine C2 ; tout e´le´ment de T s’e´crit
(x + a, y)(x, y + b). Puisque fb et hc sont respectivement du type
(x + η(b), y) et (x + η(c), y + η(c)),
l’image de T par ϕ est un sous-groupe de T. Le groupe des translations e´tant un
sous-groupe abe´lien maximal de Bir(P2(C)) (voir The´ore`me 2.15), cette inclusion
est une e´galite´ ; l’application η est donc surjective et ϕ(H) = H. Ainsi ϕ induit un
automorphisme de PGL3(C) trivial sur SL3(Z). Or les automorphismes de PGL3(C)
sont engendre´s par les automorphismes inte´rieurs, les automorphismes du corps C,
la contragre´diente (voir [19]) et la restriction de la contragre´diente a` SL3(Z) ne
co¨ıncide pas avec la restriction d’un automorphisme inte´rieur ; ϕ|PGL3(C) est donc, a`
conjugaison et automorphisme de corps pre`s, l’identite´. 
Corollaire 3.40. Soit ϕ un automorphisme du groupe de Cremona. Si la
restriction de ϕ a` SL3(Z) est la contragre´diente, alors sa restriction a` PGL3(C) l’est
aussi.
De´monstration. Notons ψ la compose´e de ϕ|SL3(Z) avec la restriction de la
contragre´diente C a` SL3(Z). Le morphisme ψ se prolonge en un morphisme ψ˜ de
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PGL3(C) dans Bir(P
2(C)) par ψ˜ = ϕ|PGL3(C) ◦ C. Le noyau de ψ˜ contient SL3(Z) ; le
groupe PGL3(C) e´tant simple, ψ˜ est trivial. 
Lemme 3.41. Soit ϕ un automorphisme de Bir(P2(C)) tel que ϕ|PGL3(C) soit
l’identite´ ou la contragre´diente. Il existe a, b deux complexes non nuls tels que
ϕ(σ) =
(
a
x
, b
y
)
ou` σ de´signe l’involution de Cremona.
De´monstration. Supposons que ϕ|PGL3(C) soit l’identite´. E´crivons ϕ(σ) sous la
forme (f/x, g/y) ou` f et g sont rationnelles. L’e´galite´ σ(βx, µy) = (β−1x, µ−1y)σ
conduit a`
(f, g)(βx, µy) = (f, g) ;
ceci e´tant valable pour tout couple (β, µ) de complexes non nuls, les fonctions f et
g sont constantes.
La contragre´diente laissant le groupe diagonal invariant le meˆme raisonnement s’ap-
plique au cas ou` ϕ|PGL3(C) est la contragre´diente. 
De´monstration du The´ore`me 2.1. Le The´ore`me 3.1, le Lemme 3.39 et le
Corollaire 3.40 permettent de supposer qu’a` automorphisme de corps et conjugaison
pre`s, ϕ|PGL3(C) est la contragre´diente ou l’identite´. Supposons que nous soyons dans
le premier cas. Posons h := (x, x − y, x − z) ; comme l’a remarque´ Gizatullin
(voir [25]), la transformation (hσ)3 est triviale. Or ϕ(h) = (x + y + z,−y,−z) et
ϕ(σ) =
(
a
x
, b
y
, 1
z
)
(Lemme 3.41) ; nous constatons que la seconde (resp. troisie`me)
composante de
ϕ(hσ)3 =
(
a
x
+
b
y
+
c
z
,− b
y
,−1
z
)3
vaut −b/y (resp. −1/z). Il en re´sulte que ϕ(hσ)3 est distinct de id ; par suite la
restriction de ϕ a` PGL3(C) est triviale. La relation (hσ)
3 = id conduit a` ϕ(σ) = σ
et le The´ore`me de Nœther permet de conclure. 
CHAPITRE 4
TRANSFORMATIONS DE JONQUIE`RES ET
DYNAMIQUE
Le groupe des automorphismes polynomiaux de C2 a fait l’objet de nombreux
travaux. A` partir des re´sultats obtenus nous pouvons observer la « dichotomie » sui-
vante : soit f un automorphisme polynomial de C2. Nous savons que f est ou bien
de type e´le´mentaire ou bien de type He´non. Dans le premier cas f pre´serve une
fibration, a un centralisateur non de´nombrable et pre´sente une dynamique pauvre
(essentiellement affine) ; dans le second f ne pre´serve pas de fibration rationnelle, a
un centralisateur de´nombrable et « admet une dynamique sauvage ». Dans ce cha-
pitre nous exhibons une famille de transformations birationnelles qui « transgressent
ce principe » ; ces transformations pre´servent la fibration y = cte, ont un centralisa-
teur de´nombrable, ont un premier degre´ dynamique e´gal a` 1 et pourtant « admettent
de la dynamique » comme en te´moignent les figures de ce chapitre.
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1. UNE FAMILLE PARTICULIE`RE DE TRANSFORMATIONS
Nous nous proposons d’e´tudier expe´rimentalement la famille des transformations
birationnelles fα,β de´finie par :
fα,β : (x : y : z) 7→ ((αx+ y)z : βy(x+ z) : z(x + z))
ou` α et β sont deux complexes non nuls, en particulier lorsqu’ils sont respectivement
du type exp(2iη) et exp(2iµ) avec η, µ deux re´els « ge´ne´riques ». Notons que cette
famille laisse la fibration y = cte invariante (en carte affine).
Cette transformation s’e´crit, d’apre`s le The´ore`me de Nœther (The´ore`me 1),
comme un produit d’e´le´ments de PGL3(C) et de l’involution de Cremona :
(x+ αz : β(y + αz) : z)(yz : xz : xy)(x+ z : z : y − αz).
Suivant le type de proble`me nous regarderons fα,β comme application biration-
nelle tantoˆt de P2(C), tantoˆt de P1(C)× P1(C).
1.1. Un the´ore`me de Siegel. Commenc¸ons par rappeler le the´ore`me de line´arisa-
tion suivant duˆ a` Poincare´ : soit f dans Diff(Cn, 0) ; si le spectre de la partie line´aire
de f est sans re´sonance et dans le domaine de Poincare´ (i.e. les valeurs propres
sont toutes situe´es a` l’inte´rieur du disque unite´ ouvert), alors f est analytiquement
line´arisable. Notons aussi le re´sultat suivant duˆ a` Siegel.
The´ore`me 4.1 (Siegel, [36]). Soit f dans Diff(Cn, 0) ; notons ` sa partie
line´aire a` l’origine et η1, . . ., ηn les valeurs propres de `. S’il existe une constante
c > 0 et un entier positif ν tels que
|ηs − ηm| ≥ c|m|ν ∀m = (m1, . . . , mn)
ou` ηm = ηm11 . . . η
mn
n , s = 1, . . ., n, mk ≥ 0 et |m| =
∑
mk ≥ 2, alors f est
holomorphiquement line´arisable.
1.2. Quelques re´sultats de line´arisation. Vue sur P2(C) la transformation fα,β
compte trois points d’inde´termination :
Ind(fα,β) = {(1 : 0 : 0), (0 : 1 : 0), (−1 : α : 1)} ;
son lieu exceptionnel est forme´ des trois droites suivantes :
Exc(fα,β) = {(z = −x), (z = 0), (y = αz)}.
Notons que le point (0 : 1 : 0) est e´clate´ par fα,β sur la droite d’e´quation z = 0 et
que cette droite est contracte´e sur ce meˆme point ; comme nous le verrons plus loin,
ce phe´nome`ne disparaˆıt lorsque nous e´tudions f 2α,β. Si nous regardons maintenant
fα,β sur P
1
x(C)× P1y(C) elle contracte une unique droite : y = α.
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Proposition 4.2. Si α et β sont « ge´ne´riques », il existe un re´el ρ strictement
positif tel fα,β soit conjugue´ a` (αx, βy) sur P
1(C) × D(0, ρ), ou` D(0, ρ) de´signe un
disque de centre 0 et de rayon ρ.
Remarque 12. La condition de ge´ne´ricite´ est celle qui permet d’appliquer le
The´ore`me 4.1 a` fα,β.
De´monstration. Dans la carte affine z = 1, la transformation fα,β s’e´crit
(
αx+y
x+1
, βy
)
;
elle compte deux points fixes (0, 0) et (α− 1, 0).
Plac¸ons nous au voisinage de l’origine. La partie line´aire ` de fα,β est (αx+ y, βy) ;
a` conjugaison pre`s par (x + y
β−α , y), l’application ` s’e´crit (αx, βy). Ainsi fα,β est
line´arisable sur un voisinage U de l’origine (The´ore`me 4.1).
Cherchons la conjuguante sous la forme
(
a(y)x+b(y)
c(y)x+1
, y
)
; nous obtenons les trois
e´galite´s suivantes :
α2a(y)c(βy) + αa(y)− αc(y)a(βy)− c(y)b(βy) = 0
αa(y)c(βy)y+αa(y)+α2b(y)c(βy)+αb(y)−c(y)a(βy)y−c(y)b(βy)−αa(βy)−b(βy) = 0
αb(y)c(βy)y + αb(y)− a(βy)y − b(βy) = 0.
E´crivons a(y) (resp. b(y), resp. c(y)) sous la forme
∑
i≥0 aiy
i (resp.
∑
i≥0 biy
i, resp.∑
i≥0 ciy
i). Notons que nous pouvons poser
a0 := 1, b0 := 0 et c0 :=
1
1− α.
Supposons que nous ayons calcule´ a0, b0, c0, . . ., aν−1, bν−1 et cν−1. Les trois e´galite´s
pre´ce´dentes conduisent a` :
bν(α− βν) + F1(ai, bi, ci, β, i < ν) = 0
α(1− βν)aν + α
2 − 2βν + αβν
1− α bν + F2(ai, bi, ci, β, i < ν) = 0
α
2− α− βν
1− α aν −
βν
1− αbν + α(β
ν − 1)cν + F3(ai, bi, ci, β, i < ν) = 0
ou` les Fi de´signent des polynoˆmes universels du second degre´ en les ai, bi, ci, a`
coefficients entiers, faisant intervenir certains ai, bi, ci avec i < ν ce qui permet de
calculer bν , aν et cν ; nous obtenons ainsi une conjugaison formelle. Le The´ore`me
de Siegel assure que toute line´arisante est convergente sur un polydisque ; ceci
implique que a(y), b(y) et c(y) sont convergentes. A` y fixe´, a(y)x+b(y)
c(y)x+1
est une homo-
graphie en x donc fα,β est conjugue´e a` (αx, βy) sur P
1(C)×D(0, ρ) ou` ρ de´signe un
re´el strictement positif. 
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Pour ce qui suit, il est pre´fe´rable de se placer sur P2(C). La transformation f 2α,β
s’e´crit :
(x(α2z + βy) + (α + β)yz : β2y(z + (1 + α)x + y) : z(z + (1 + α)x+ y)).
Nous avons
Ind(f 2α,β) = {(1 : 0 : 0), (−1 : α : 1), (−(α + β) : α(1 + α) : β(1 + α)))}
et
Exc(f 2α,β) = {(z = −y − (1 + α)x), (y = αz/β), (y = αz)}.
Proposition 4.3. Si β est du type exp(2iµ) avec µ un re´el « ge´ne´rique », il
existe V un voisinage de (0 : 1 : 0) tel que la dynamique de f 2α,β soit localement
line´aire dans V ; l’adhe´rence de l’orbite d’un point ge´ne´rique de V est un cercle.
De´monstration. Dans la carte affine y = 1, la transformation f 2α,β est de la
forme : (
x(α2z + β) + (α+ β)z
β2(z + (1 + α)x+ 1)
,
z
β2
)
.
L’origine est un point fixe ou` la partie line´aire ` de f 2α,β s’e´crit
(
βx+(α+β)z
β2
, z
β2
)
.
Puisque β 6= 1, l’application ` est diagonalisable :
` ∼
(
x
β
,
z
β2
)
;
autrement dit fα,β est conjugue´ a`
(
x
β
+ p(x, z), z
β2
+ q(x, z)
)
ou` p et q sont deux
applications holomorphes sans partie line´aire. Posons η1 :=
1
β
et η2 :=
1
β2
; comme
η2 = η
2
1, une variante (re´sonante) du The´ore`me 4.1 assure que fα,β est conjugue´ a`(
x
β
, z
β2
+ γx2
)
. Mais puisque la droite d’e´quation z = 0 est invariante par fα,β, le
coefficient γ est ne´cessairement nul et la transformation f 2α,β est line´arisable. Ainsi
dans la carte affine y = 1, l’adhe´rence de l’orbite d’un point au voisinage de l’origine
est un cercle. 
Remarque 13. Nous pouvons voir l’application(
x(α2z + β) + (α + β)z
β2(z + (1 + α)x+ 1)
,
z
β2
)
sur P1x(C)×P1z(C) ; il est alors possible de pre´ciser le domaine V comme dans l’e´nonce´
4.2 : la conjugaison est holomorphe sur un produit P1(C)× D(0, ρ).
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1.3. Quelques orbites. Les dessins qui suivent ont e´te´ obtenus a` partir de la
proce´dure orbite (voir Annexe B) ; e´tant donne´s un point (x, y) et des parame`tres α
et β, cette proce´dure retourne la liste des points (x, y), fα,β(x, y), . . ., f
30000
α,β (x, y).
Autrement dit, dans la suite lorsque nous parlons d’« orbite du point (x, y) sous
l’action de fα,β » il s’agit du calcul de :
(x0, y0) := (x, y), (x1, y1) := fα,β(x, y), . . . , (x30000, y30000) := f
30000
α,β (x, y);
nous avons demande´ a` Maple les parties re´elle et imaginaire de xn ainsi que la partie
re´elle de yn puis nous avons fait diverses projections planes. Notons que les points
de croisement ou les points cuspidaux que nous pouvons observer sont des arte´facts
de la projection.
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1.3.1. Au voisinage de l’axe y = 0.
Orbite des points (10−4i, 10−4i) et (0.1 + 10−4i, 0.1 + 10−4i) sous l’action de
fexp(2i
√
7),exp(2i
√
5).
Ces deux dessins sont « conformes » a` la Proposition 4.2 : l’adhe´rence de cette orbite
est un tore re´el de dimension 2.
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figure 1
figure 2 figure 3
figure 4 figure 5
Orbite des points (0.2 + 10−4i, 0.2 + 10−4i), (0.3 + 10−4i, 0.3 + 10−4i),
(0.3 + 10−4i, 0.3 + 10−4i), (−0.25− 0.5i, 0.1i) et (−0.45− 0.84i, 0.01i) sous l’action
de fexp(2i
√
7),exp(2i
√
5).
Nous sommes encore dans le domaine de line´arisation e´voque´ dans la Proposition
4.2. Notons que les deuxie`me et troisie`me figures repre´sentent la meˆme orbite, nous
avons seulement fait tourner la figure. Les tores persistent mais commencent a` se
de´former.
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Orbite du point (0.4 + 10−4i, 0.4 + 10−4i) sous l’action de fexp(2i√7),exp(2i√5).
Notons qu’il s’agit de l’orbite du meˆme point, la figure a e´te´ tourne´e.
130 4. TRANSFORMATIONS DE JONQUIE`RES ET DYNAMIQUE
Changeons les parame`tres α et β : le parame`tre α (resp. β) vaut de´sormais
exp(2i
√
3) (resp. exp(2i
√
2)).
Orbite des points (10−4i, 10−4i), (0.1 + 10−4i, 0.1 + 10−4i), (0.2 + 10−4i, 0.2 + 10−4i),
(0.3 + 10−4i, 0.3 + 10−4i) et (0.4 + 10−4i, 0.4 + 10−4i) sous l’action de
fexp(2i
√
3),exp(2i
√
2).
Ces dessins sont conformes a` la Proposition 4.2.
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1.3.2. « Pre`s » de (0 : 1 : 0). Comme annonce´ dans la Proposition 4.3 l’orbite
d’un point « pre`s » de (0 : 1 : 0) sous l’action de f 2α,β est un cercle.
Orbite des points (10 + 10−4i, 10 + 10−4i) et (10000 + 10−4i, 10000 + 10−4i) sous
l’action de f 2
exp(2i
√
7),exp(2i
√
5)
.
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1.3.3. « Chaos ». Rappelons que (−1 : α : 1) est un point d’inde´termination de
fα,β ; ainsi lorsque |y| = |yk| est tre`s proche de 1 nous pouvons penser qu’il re`gne un
certain chaos. Les figures qui suivent semblent conforter cette hypothe`se.
Orbite des points (0.9 + 10−4i, 0.9 + 10−4i), (0.93 + 10−4i, 0.93 + 10−4i),
(0.96 + 10−4i, 0.96 + 10−4i) et (0.98 + 10−4i, 0.98 + 10−4i) sous l’action de
fexp(2i
√
7),exp(2i
√
5).
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Orbite des points (1 + 10−4i, 1 + 10−4i), (1.02 + 10−4i, 1.02 + 10−4i),
(1.04 + 10−4i, 1.04 + 10−4i), (1.05 + 10−4i, 1.05 + 10−4i), (1.06 + 10−4i, 1.06 + 10−4i)
et (1.08 + 10−4i, 1.08 + 10−4i) sous l’action de fexp(2i√7),exp(2i√5).
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1.4. Centralisateur. Une fac¸on de mesurer le chaos (alge´brique) est d’observer la
« taille » des centralisateurs. Donnons deux exemples. Les automorphismes polyno-
miaux de C2 qui admettent de la dynamique sont les automorphismes de He´non
qui, contrairement aux e´le´mentaires, ont un centralisateur de´nombrable. En ce qui
concerne les transformations rationnelles de la sphe`re, nous constatons que si le cen-
tralisateur d’une transformation f n’est pas re´duit a` {f n | n ∈ Z}, alors l’ensemble
de Julia de f est « particulier » (monoˆmes, polynoˆmes de Tchebychev, exemples
de Lattes...)
Proposition 4.4. Le centralisateur de f 2α,β s’identifie a` un sous-groupe abe´lien
de Z× Z/6Z.
Remarques 14. 1. Le centralisateur de f 2α,β contient {fnα,β | n ∈ Z} ' Z.
2. Le centralisateur de f 2α,β est abe´lien : plac¸ons nous dans la carte affine z = 1 ;
au voisinage de l’origine, f 2α,β est conjugue´ a` (α
2x, β2y) dont le centralisateur
est abe´lien.
De´monstration. Plac¸ons nous dans la carte affine z = 1. Notons p le point
d’inde´termination (−1, α). Pour tout entier n ≥ 1, l’image de p par f 2nα,β est une fibre
de la fibration y = cte ; pour tout n ≤ 0 l’image de p par f 2nα,β est un point. Soit g
un e´le´ment du centralisateur de f 2α,β. Comme Ind(g) est fini, gf
2k
α,β(p) est un point
pour un certain entier k ≤ 0. De meˆme puisque Exc(g) est fini, il existe un entier
n ≥ 0 tel que gf 2nα,β(p) soit une courbe. Par suite gf 2`α,β(p) appartient a` Ind(f 2α,β) pour
un certain ` compris entre k et n. Comme f 2α,β a trois points d’inde´termination,
nous pouvons supposer, quitte a` conside´rer g6f 2`α,β, que p est fixe. Puisque f et g
commutent, nous avons pour tout point m de l’orbite ne´gative de p sous l’action de
f 2α,β :
g6f 2`α,β(m) = m.
Cette orbite e´tant Zariski dense, g6f 2`α,β = id, autrement dit g
6 = f−2`α,β .
Comme le centralisateur C(f 2α,β) de f 2α,β est abe´lien, le groupe G := {fn | n ∈ Z}
est distingue´ dans C(f 2α,β) ; en conside´rant le morphisme
C(f 2α,β) → G
g 7→ g6
nous obtenons
C(f 2α,β) //

G

C(f 2α,β)/G // Z/6Z
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Ainsi C(f 2α,β) s’identifie a` un sous-groupe de Z× Z/6Z. 
1.5. Premier degre´ dynamique.
Lemme 4.5. Le premier degre´ dynamique de fα,β vaut 1.
De´monstration. Notons que deg fnα,β ∼ n2 ; les ine´galite´s 1 ≤ λ(fα,β)n ≤
deg fnα,β permettent de conclure. 
1.6. Exposants de Lyapunov ([11, 30]). Un syste`me dynamique (X, f) est sen-
sible aux conditions initiales sur un sous-ensemble X ′ de X s’il existe ε > 0 tel
que pour tous x dans X ′ et δ > 0 :
∃ y ∈ X, ∃ n ∈ N, d(x, y) < δ et d(fn(x), fn(y)) > ε,
ou` d(x, y) de´signe la distance entre les deux points x et y. Bien qu’il n’y ait pas de
de´finition universelle du chaos, un syste`me dynamique chaotique est souvent sen-
sible aux conditions initiales. La sensibilite´ aux conditions initiales est fre´quemment
associe´e a` la pre´sence d’exposants de Lyapunov positifs. Soient f une application
diffe´rentiable sur un ouvert U de Rn dans lui-meˆme et Df(x) la diffe´rentielle de f
au point x. Soient x un point de U et v un vecteur non nul de Rn ; l’exposant de
Lyapunov χ(x, v) est de´fini par :
χ(x, v) := lim sup
n→∞
1
n
log ‖Dfn(x)(v)‖;
il mesure la vitesse exponentielle de se´paration de deux orbites proches. Si χ(x, v) =
χ est strictement positif pour un certain vecteur v, il existe une suite (nj)j telle que
lim
j→∞
nj = ∞ et pour tout η > 0 :
‖Dfnj(x)(v)‖ ≥ exp((χ− η)nj)‖v‖.
Par suite, pour un certain j fixe´ il existe y dans U tel que :
d(fnj(x), fnj(y)) ≥ 1
2
exp((χ− η)nj)d(x, y).
Cela n’implique pas que (X, f) est sensible aux conditions initiales car d(x, y) n’est
pas controˆle´e. Ne´anmoins de nombreux syste`mes dynamiques dont les exposants de
Lyapunov sont strictement positifs sont sensibles aux conditions initiales.
De´finition 6. Soient (X,B, µ) un espace de Lebesgue et g : X → X une
transformation inversible pre´servant µ. Pour toute fonction mesurable A : X →
GLn(R) et tout y dans X posons
A(y,m) := A(gm−1(y)) . . . A(y) pour m > 0
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A(y,m) := A(gm(y))−1 . . . A(g−1(y))−1 pour m < 0
et
A(y, 0) := id.
Remarquons que :
(11) A(y,m+ k) = A(gk(y), m)A(y, k).
Toute fonction mesurable A : X×Z → GLn(R) satisfaisant (11) est appele´e cocycle
line´aire mesurable au dessus de g.
De´finition 7. Soit A un cocycle mesurable line´aire au dessus d’une transfor-
mation g : X → X. Soit (y, v) dans X × Rn ; si elle existe, la quantite´
χ+(y, v,A) = χ+(y, v) = lim
m→∞
1
m
log ‖A(y,m)v‖
est appele´e exposant de Lyapunov de (y, v) par rapport a` A.
Rappelons le re´sultat suivant duˆ a` Osedelec ([30]).
The´ore`me 4.6. Soient (X, µ) un espace de Lebesgue, g : X → X une trans-
formation pre´servant µ et A : X × Z → Rn un cocycle mesurable au dessus de g.
Si log+ ‖A±1(y)‖ appartient a` L1(X, µ) alors il existe un sous-ensemble Y de X tel
que Y soit de mesure pleine et pour tout y dans Y :
1. il existe une de´composition de Rn :
Rn =
k(y)⊕
i=1
Hi(y);
2. pour tout v dans Hi(y) \ {0} nous avons :
lim
m→±∞
1
|m| log
‖A(y,m)v‖
‖v‖ = ±χi(y).
Dans notre contexte, X est S1, la mesure µ la mesure de Haar et g l’application
qui a` y associe βy.
Notons
An(α, β) :=
(
α βny
1 1
)(
α βn−1y
1 1
)
. . .
(
α βy
1 1
)(
α y
1 1
)
i.e. A :=
(
α y
1 1
)
.
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Calculer fnα,β(x, y) lorsque f
k
α,β(x, y) 6= (−1, α) pour tout 1 ≤ k ≤ n revient a`
calculer :
An(α, β)
(
x
1
)
=
(
α βny
1 1
)(
α βn−1y
1 1
)
. . .
(
α βy
1 1
)(
α y
1 1
)(
x
1
)
.
Ainsi les applications fα,β sont naturellement associe´es a` un cocycle line´aire.
Les graphes suivants donnent l’exponentielle de l’exposant de Lyapunov (calcule´e
a` l’aide de Maple, voir l’Annexe B) de A100000(exp(2i
√
3), exp(2i
√
2)) en fonction du
module de y.
0.99996
0.99998
1
1.00002
1.00004
1.00006
1.00008
1.0001
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
1
1.00001
1.00001
1.00002
1.00002
1.00002
1.00003
0 20 40 60 80 100
0 ≤ |y| < 1 1 ≤ |y| < 100
Sur le premier dessin il semble qu’au voisinage de l’origine l’exponentielle de l’expo-
sant de Lyapunov ne vaille pas 1 alors que d’apre`s la Proposition 4.2, il devrait...
ceci est duˆ aux erreurs d’approximations successives mais aussi aux e´chelles choisies
sur les axes.
Nous avons ensuite calcule´, pour 100 ≤ |y| ≤ 1000, l’exponentielle de l’exposant de
Lyapunov de A100000(exp(2i
√
3), exp(2i
√
2)).
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1.00000004
1.00000006
1.00000008
1.0000001
1.00000012
100 200 300 400 500
1.00000004
1.00000006
1.00000008
1.0000001
1.00000012
100 200 300 400 500
100 ≤ |y| < 500 500 ≤ |y| < 1000
Notons, pour ces dessins comme pour ceux qui suivent, que l’exponentielle de
l’exposant de Lyapunov semble fortement de´croˆıtre mais ceci est un arte´fact de
l’e´chelle.
Nous avons ensuite re´alise´ les meˆmes calculs en changeant les parame`tres α et
β ; de´sormais α = exp(2i
√
7), β = exp(2i
√
5) et n vaut toujours 100000.
0.9999
0.99992
0.99994
0.99996
0.99998
1
1.00002
1.00004
1.00006
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
1
1.000002
1.000004
1.000006
1.000008
1.00001
1.000012
1.000014
1.000016
0 20 40 60 80 100
0 ≤ |y| < 1 1 ≤ |y| < 100
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1.000000006
1.000000008
1.00000001
1.000000012
1.000000014
1.000000016
1.000000018
1.00000002
1.000000022
1.000000024
100 200 300 400 500
1.000000002
1.000000003
1.000000003
1.000000004
1.000000004
500 600 700 800 900 1000
100 ≤ |y| < 500 500 ≤ |y| < 1000
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2.1. Un re´sultat de line´arisation. Conside´rons la sous-famille de fα,β de´finie par :
f1,β : P
2(C) 99K P2(C)
(x : y : z) 7→ ((x + y)z : βy(x+ z) : z(x + z))
qui correspond donc au cas ou` α vaut 1.
Remarque 15. Comme nous l’avons vu il existe un voisinage de (0 : 1 : 0)
sur lequel f 21,β est line´arisable et l’adhe´rence de l’orbite d’un point est un cercle
(Proposition 4.3).
Dans la carte affine z = 1, la transformation f1,β s’e´crit
(x, y) 7→
(
x + y
x + 1
, βy
)
.
Proposition 4.7. Pour β ge´ne´rique, il existe un re´el ρ > 0 tel que
(
x+y
x+1
, βy
)
soit analytiquement conjugue´ a`
(
x
1+x
, βy
)
sur P1(C)×D(0, ρ), ou` D(0, ρ) de´signe un
disque centre´ en 0 et de rayon ρ.
De´monstration. Elle est plus ou moins analogue a` celle de la Proposition
4.2. Cherchons la conjuguante sous la forme
(
x+a(y)
b(y)x+c(y)
, y
)
; nous obtenons les trois
e´galite´s suivantes :
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c(βy)a(y) + c(βy)c(y)y− a(βy)a(y)− a(βy)c(y) = 0
c(βy) + c(βy)b(y)y− a(βy)− a(βy)b(y)− a(y)− c(y) + b(βy)c(y)y− b(βy)a(y) = 0
1 + b(y)− b(βy)− b(y)b(βy)y − a(y)− c(y) + b(βy)c(y)y + b(βy)a(y) = 0.
E´crivons a(y) (resp. b(y), resp. c(y)) sous la forme
∑
i≥0 aiy
i (resp.
∑
i≥0 biy
i, resp.∑
i≥0 ciy
i). Notons que nous pouvons poser c0 = 1 et a0 = b0 = 0. Supposons que
nous ayons calcule´ a0, b0, c0, . . ., aν−1, bν−1 et cν−1. Les trois e´galite´s pre´ce´dentes
conduisent a` :
aν(1− βν) + F1(ai, bi, ci, β, i < ν) = 0
cν(1− βν)− aν(1 + βν) + F2(ai, bi, ci, β, i < ν) = 0
bν(1− βν)− aν − cν + F3(ai, bi, ci, β, i < ν) = 0
ou` les Fi de´signent des polynoˆmes universels du second degre´ en les ai, bi, ci, a`
coefficients entiers, faisant intervenir certains ai, bi, ci avec i < ν. Nous pouvons
donc de´terminer aν, cν et bν et l’algorithme de Siegel ([36]) assure que a(y), b(y)
et c(y) sont convergentes. Puisqu’a` y fixe´, x+a(y)
b(y)x+c(y)
est une homographie en x nous
avons le re´sultat annonce´. 
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2.2. Quelques orbites.
Orbite des points (10−4i, 10−4i) et (0.1 + 10−4i, 0.1 + 10−4i) sous l’action de
f1,exp(2i
√
5).
Sur le second dessin nous voyons clairement les orbites s’accumuler sur un cercle ; il
en est de meˆme pour le premier mais les ite´re´s sont « plus denses ». Ces deux dessins
sont conformes a` l’e´nonce´ 4.7 ; pour des raisons de projections, nous avons conside´re´
(x + y, y)
(
x
1+x
, βy
)
(x− y, y) :
Orbite des points (2× 10−4i, 10−4i) et (0.2 + 2× 10−4i, 0.1 + 10−4i) sous l’action de
(x + y, y)
(
x
1+x
, βy
)
(x− y, y).
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Orbite des points (0.5 + 10−4i, 0.5 + 10−4i), (0.9 + 10−4i, 0.9 + 10−4i),
(0.93 + 10−4i, 0.93 + 10−4i) et (0.936 + 10−4i, 0.936 + 10−4i) sous l’action de
f1,exp(2i
√
5).
Le premier dessin est pre´dit par l’e´nonce´ 4.7 ; ensuite nous observons encore des
« cercles » limites qui se de´forment.
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Orbite des points (0.939 + 10−4i, 0.939 + 10−4i), (0.94 + 10−4i, 0.94 + 10−4i),
(0.95+ 10−4i, 0.95+ 10−4i) et (0.96+10−4i, 0.96+ 10−4i) sous l’action de f1,exp(2i√5).
Est-ce la proximite´ du point d’inde´termination qui explique la nature de ces figures ?
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Orbite des points (0.98 + 10−4i, 0.98 + 10−4i), (1.02 + 10−4i, 1.02 + 10−4i),
(1.03 + 10−4i, 1.03 + 10−4i), (1.04 + 10−4i, 1.04 + 10−4i), (1.07 + 10−4i, 1.07 + 10−4i)
et (1.1 + 10−4i, 1.1 + 10−4i) sous l’action de f1,exp(2i√5).
Si la premie`re figure est bien un cercle limite, que penser des suivantes ?
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Orbite du point (2 + 10−4i, 2 + 10−4i) (resp. (10 + 10−4i, 10 + 10−4i)) sous l’action
de f1,exp(2i
√
5) (resp. f
2
1,exp(2i
√
5)
).
Une rotation de la premie`re figure permet de distinguer deux « cercles » ; pour la
seconde il s’agit de l’ite´ration de f 2
1,exp(2i
√
5)
, celle de f1,exp(2i
√
5) conduirait a` deux
« cercles ».
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2.3. Exposants de Lyapunov. Comme au §1.6 les graphes qui suivent donnent
l’exponentielle de l’exposant de Lyapunov (calcule´e a` l’aide de proce´dures qui fi-
gurent dans l’Annexe B) de A100000(1, exp(2i
√
2)) en fonction du module de y.
0.99994
0.99996
0.99998
1
1.00002
1.00004
1.00006
1.00008
1.0001
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
1
1.00002
1.00004
1.00006
1.00008
1.0001
0 20 40 60 80 100
0 ≤ |y| < 1 1 ≤ |y| < 100
0.99999504
0.999995045
0.99999505
0.999995055
100 200 300 400 500
0.999995057
0.9999950575
0.999995058
0.9999950585
0.999995059
0.9999950595
500 600 700 800 900 1000
100 ≤ |y| < 500 500 ≤ |y| < 1000
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3.1. Quelques orbites. Dans cette partie, nous trac¸ons l’orbite de quelques points
sous l’action de f0,5 exp(2i
√
7),exp(2i
√
5) ; alors que β est toujours de module 1, le pa-
rame`tre α ne l’est plus.
Orbite des points (10−4i, 10−4i), (0.1 + 10−4i, 0.1 + 10−4i), (0.2 + 10−4i, 0.2 + 10−4i)
et (0.5 + 10−4i, 0.5 + 10−4i) sous l’action de f0.5 exp(2i√7),exp(2i√5).
Ces dessins sont pre´dits par le The´ore`me 4.1 ; d’apre`s cet e´nonce´, pre`s de l’origine,
fα,β, avec α = 0.5 exp(2i
√
7) et β = exp(2i
√
5), est conjugue´e a` la transformation
line´aire (αx, βy). Comme |α| < 1, les ite´re´s positifs d’un point (x0, y0) proche de
(0, 0) par (αx, βy) s’accumulent sur le cercle {(0, y) | |y| = 1} ; nous retrouvons donc
ce phe´nome`ne pour notre application. Puisque |α| = 1
2
, l’approximation est tre`s
rapide ce qui explique que nous ne voyons qu’un tre`s petit nombre de points « en
dehors » du cercle.
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Orbite des points (0.7 + 10−4i, 0.7 + 10−4i), (0.8 + 10−4i, 0.8 + 10−4i),
(0.9 + 10−4i, 0.9 + 10−4i) et (0.95 + 10−4i, 0.95 + 10−4i) sous l’action de
f0.5 exp(2i
√
7),exp(2i
√
5).
Nous observons la de´formation des cercles limites pour aboutir a` un certain chaos
dans les figures suivantes.
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Orbite des points (0.98 + 10−4i, 0.98 + 10−4i), (1.03 + 10−4i, 1.03 + 10−4i),
(1.04 + 10−4i, 1.04 + 10−4i) et (1.05 + 10−4i, 1.05 + 10−4i) sous l’action de
f0.5 exp(2i
√
7),exp(2i
√
5).
Peut-on encore parler de cercles limites ?
150 4. TRANSFORMATIONS DE JONQUIE`RES ET DYNAMIQUE
Orbite des points (1.07 + 10−4i, 1.07 + 10−4i), (1.08 + 10−4i, 1.08 + 10−4i),
(1.15 + 10−4i, 1.15 + 10−4i) et (1.2 + 10−4i, 1.2 + 10−4i) sous l’action de
f0.5 exp(2i
√
7),exp(2i
√
5).
Sans doute les figures ci-dessus sont ou approchent la zone ou` les adhe´rences d’orbites
sont une paire de cercles.
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Orbite des points (2 + 10−4i, 2 + 10−4i) et (10 + 10−17i, 10 + 10−17i) sous l’action de
f0.5 exp(2i
√
7),exp(2i
√
5).
Ces deux dessins sont conformes a` l’e´nonce´ 4.3 : « pre`s du point (0 : 1 : 0) » les
adhe´rences d’orbites pour f 2 sont des cercles ; celles de f sont donc des couples
de cercles. Comme toujours les points de croisement ou points cuspidaux sont des
arte´facts de projection.
3.2. Exposants de Lyapunov. Les graphes qui suivent donnent l’exponentielle
du coefficient de Lyapunov (calcule´e a` l’aide de proce´dures qui figurent dans l’An-
nexe B) de A100000(0.5 exp(2i
√
3), exp(2i
√
2)) en fonction du module de y.
1
1.1
1.2
1.3
1.4
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
0.999982
0.999984
0.999986
0.999988
0.99999
0.999992
0 20 40 60 80 100
0 ≤ |y| < 1 1 ≤ |y| < 100
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0.99998684
0.99998686
0.99998688
0.9999869
0.99998692
0.99998694
0.99998696
0.99998698
0.999987
100 200 300 400 500
0.999987005
0.99998701
0.999987015
0.99998702
0.999987025
500 600 700 800 900 1000
100 ≤ |y| < 500 500 ≤ |y| < 1000
3.3. Domaine de line´arisation. Le premier graphe du §3.2 sugge`re que fα,β, ou`
α = 0.5 exp(2i
√
3) et β = exp(2i
√
2), est line´arisable sur P1(C) × D(0, |α|). Les
dessins qui suivent confortent cette hypothe`se ; nous avons trace´ l’exponentielle de
l’exposant de Lyapunov de A100000(α, exp(2i
√
5)) en fonction de |y|.
1
1.5
2
2.5
3
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
1
1.2
1.4
1.6
1.8
2
2.2
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
α = 0.1 exp(2i
√
7) α = 0.2 exp(2i
√
7)
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1
1.2
1.4
1.6
1.8
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
1
1.1
1.2
1.3
1.4
1.5
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
α = 0.3 exp(2i
√
7) α = 0.4 exp(2i
√
7)
1
1.1
1.2
1.3
1.4
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
1
1.05
1.1
1.15
1.2
1.25
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
α = 0.5 exp(2i
√
7) α = 0.6 exp(2i
√
7)
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1
1.05
1.1
1.15
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
1
1.02
1.04
1.06
1.08
1.1
1.12
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
α = 0.7 exp(2i
√
7) α = 0.8 exp(2i
√
7)
1
1.01
1.02
1.03
1.04
1.05
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
α = 0.9 exp(2i
√
7)
Les me´thodes classiques de se´ries majorantes sur ce type d’exemples nous montrent
que fα,β est line´arisable sur P
1(C) × D(0, ρ) pour une valeur de ρ < |α|/4 ; les
expe´riences sugge`rent pourtant que ρ = |α|.
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Dans cette partie, nous conside´rons fα,β avec |α| < 1 < |β|. Plac¸ons nous dans la
carte affine z = 1. D’apre`s la Proposition 4.2 la transformation fα,β est conjugue´e a`
(αx, βy) sur Ω := P1(C)×D(0, ρ) ou` ρ de´signe un re´el strictement positif. Soit m un
point de P1(C)×C ; l’orbite positive (resp. ne´gative) de m sous l’action de (αx, βy)
tend asymptotiquement vers la droite d’e´quation x = 0 (resp. y = 0). De meˆme
l’orbite positive (resp. ne´gative) d’un point de Ω tend vers une varie´te´ invariante W
(resp. y = 0). Notons φ =
(
a(y)x+b(y)
c(y)x+1
, y
)
la conjuguante, i.e. φ ve´rifie sur Ω
φ(αx, βy) = f(φ(x, y)).
La varie´te´ W est parame´tre´e par
(
− b(y)
a(y)
, y
)
sur Ω. Soit (x, y) dans P1(C) × C ; il
existe un entier n tel que le point (α−nx, β−ny) appartienne a` Ω. Or
φ(α−nx, β−ny) = fn(φ(x, y))
et fn contracte, dans P1(C)×C, les droites d’e´quation y = α, y = α
β
, . . . , y = α
βn−1
;
il en re´sulte que la parame´trisation de la varie´te´ invariante se prolonge a`
C \ {αβ, αβ2, . . . , αβn−1, . . .}
avec singularite´ me´romorphe en les αβ i, i.e. en une application entie`re de C dans
P1(C)× C.
Nous avons trace´ l’orbite positive de certains points sous l’action de fα,β pour
avoir une ide´e de l’allure de W ; voici ce que nous avons obtenu.
Orbite du point (10−4i, 10−4i) sous l’action de f10−3 exp(2i√7),(1+10−3i) exp(2i√5).
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Orbite des points (−1 + 10−4i, α+ 10−4i) et (45 + 10−4i, 45 + 10−4i) sous l’action de
f10−3 exp(2i
√
7),(1+10−3i) exp(2i
√
5).
Les « traits verticaux » sont-ils lie´s aux singularite´s me´romorphes ?
ANNEXE A
THE´ORE`ME DE NŒTHER
Dans cette partie nous donnons une preuve du the´ore`me de Nœther ; elle est
inspire´e d’une suite d’expose´s de Lamy.
1. QUELQUES DE´FINITIONS ET RAPPELS
Commenc¸ons par rappeler quelques de´finitions ([7, 26]). Soient S une surface et
p un point de S. Il existe une surface S˜ et un morphisme ε : S˜ 99K S tels que
– la restriction de ε a` ε−1(S \ {p}) soit un isomorphisme,
– E := ε−1(p) soit isomorphe a` P1(C).
On dit que ε est l’e´clatement de S en p et E la courbe exceptionnelle. La surface
S˜ et le morphisme ε sont uniques a` isomorphisme pre`s. Conside´rons une courbe
irre´ductible C sur S passant par p avec multiplicite´ ν. L’adhe´rence de ε−1(C \ {p})
dans S˜ est une courbe irre´ductible C˜ appele´e transforme´e stricte de C dans S˜.
Soient D et D′ deux diviseurs sur S ; nous avons
ε∗C = C˜ + νE, (ε∗D, ε∗D′) = (D,D′), (E, ε∗D) = 0 et E2 = −1.
Soient S une surface et p un point de S. Le diviseur exceptionnel E obtenu en
e´clatant p est appele´ premier voisinage infinite´simal de p et les points de E
sont dits infiniment proches de p. Le i-e`me voisinage infinite´simal de p est
l’ensemble des points contenu dans le premier voisinage d’un certain point du (i−1)-
e`me voisinage infinite´simal de p. Lorsque qu’on souhaite distinguer les points de S
des points infiniment proches on appelle points propres les points de S.
De´finition 8. Le fibre´ canonique d’une varie´te´ complexe compacte M est
le de´terminant du fibre´ cotangent : KM = det (T
∗M). Les sections holomorphes de
KM sont donc les formes holomorphes de degre´ maximal. En reprenant les notations
pre´ce´dentes, nous avons KS˜ = ε
∗KS + E.
Exemple. Le fibre´ canonique de l’espace projectif Pn(C) est donne´ par :
KPn(C) = [(ω)] = [−(n + 1)H]
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ou` (z0, . . . , zn) de´signe un syste`me de coordonne´es homoge`nes de P
n(C),
ω =
dz1
z1
∧ dz2
z2
∧ . . . ∧ dzn
zn
et H un hyperplan de Pn(C).
Rappelons les de´finitions des genres re´el et virtuel.
De´finition 9. Soit S une surface alge´brique. Le genre virtuel d’une courbe
C sur S est de´fini par
pi(C) =
KS.C + C.C
2
+ 1.
Le genre re´el g(C) de C est le genre topologique d’une de´singularise´e de C.
La proposition qui suit permet de relier les deux notions pre´ce´dentes.
Proposition A.1 ([10]). Soit C une courbe alge´brique complexe plane dans
P2(C) sans composante multiple. Les genres re´el et virtuel de C sont lie´s par la
relation
g(C) = pi(C)−
∑
i
νi(νi − 1)
2
ou` la somme sur i porte sur les multiplicite´s des points infiniment proches des points
singuliers de C.
2. PRE´LIMINAIRES TECHNIQUES
Nous renvoyons a` [1, 3] pour de plus amples de´tails.
Soit g : P2(C) 99K P2(C) une transformation birationnelle de degre´ n ; notons
pi les points d’inde´termination (propres ou non) de g et νi leur multiplicite´. Quitte
a` re´ordonner les pi nous pouvons supposer que
ν0 ≥ ν1 ≥ . . . ≥ νs.
Conside´rons un re´seau L de droites dans P2(C) et C un repre´sentant de g∗L ; alors
C est d’auto-intersection 1 et de genre re´el nul d’ou`
n2 −
s∑
i=1
ν2i = 1 et
s∑
i=1
νi(νi − 1) = (n− 1)(n− 2)
que nous pouvons re´e´crire
s∑
i=1
ν2i = (n− 1)(n+ 1) et
s∑
i=1
νi = 3(n− 1).
Lemme A.2. Le point p0 est propre de multiplicite´ ν0 >
n
3
.
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De´monstration. Puisque ν0 ≥ νi pour tout i, nous avons
0 ≥
s∑
i=0
νi(νi − ν0) =
s∑
i=0
ν2i − ν0
s∑
i=0
νi = (n + 1− 3ν0)(n− 1).
Il en re´sulte que 3ν0 ≥ n+ 1. 
Soient j := n−ν0
2
et h le nombre de points pi, distincts de p0, de multiplicite´ νi > j.
Lemme A.3. L’entier h satisfait les proprie´te´s suivantes :
1. h ≥ 2 ;
2. si h ≥ 3, alors ∑hi=1 νi > n ;
3. si h ≥ 3 et si les points p1, . . ., ph sont propres, alors ils ne peuvent eˆtre tous
aligne´s.
De´monstration. 1. Pour montrer que h ≥ 2, il suffit de montrer que
h∑
i=1
(νi − j) > ν0 − j.
Par de´finition de h, nous avons :
∑h
i=0 νi(νi − j) ≥
∑s
i=0 νi(νi − j). Or
s∑
i=0
νi(νi − j) =
s∑
i=0
ν2i − j
s∑
i=0
νi
= (n− 1)(n− 3j + 1)
= n(n− 3j) + 3j − 1
= n(ν0 − j) + 3j − 1.
Il s’en suit que
h∑
i=0
νi(νi − j) > n(ν0 − j) et
h∑
i=1
νi(νi − j) > (n− ν0)(ν0 − j),
autrement dit
∑h
i=1 νi(νi−j) > 2j(ν0−j). Or, pour tout i ≥ 1, l’entier νi est majore´
par 2j donc
∑h
i=1(νi − j) > ν0 − j.
2. L’ine´galite´
∑h
i=1(νi− j) > ν0− j conduit a`
∑h
i=1 νi > hj + ν0− j. Or hj + ν0 − j
s’e´crit aussi n + j(h− 3) ; ainsi
h∑
i=1
νi > n+ j(h− 3).
Par suite, pour h ≥ 3, nous obtenons ∑hi=1 νi > n. 
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3. DE´MONSTRATION DU THE´ORE`ME DE NŒTHER
Nous donnons, dans ce paragraphe, la preuve du fait suivant : toute transfor-
mation birationnelle du plan projectif complexe se de´compose, a` automorphisme
line´aire pre`s, en un produit de transformations quadratiques ([1, 3]).
Nous distinguons trois classes de transformations quadratiques :
– celles dont les points base sont propres, appele´es transformations quadra-
tiques standards ;
– celles qui comptent deux points base propres ;
– et enfin celles qui ont un unique point base propre.
Les transformations du second type (resp. troisie`me type) s’e´crivent comme un
produit de deux (resp. quatre) transformations quadratiques standards et chaque
transformation quadratique standard s’e´crit a` l’aide d’e´le´ments de PGL3(C) et de
l’involution de Cremona (voir [2, 27]).
Soit g une transformation birationnelle de P2(C) dans lui-meˆme de degre´ n.
Notons pi les points d’inde´termination de g et νi leur multiplicite´ ; supposons que
les νi soient range´s par ordre de´croissant. Conside´rons q l’involution quadratique
centre´e en p0, A et B ou` A et B de´signent deux points dans P
2(C). Posons g′ := g◦q ;
soient n′ le degre´ de g′ et (j ′, h′) le couple associe´ a` g′. L’ide´e est la suivante : choisir
A et B de sorte que (j, h) > (j ′, h′) pour l’ordre lexicographique. Il y a deux cas :
celui ou` p0 est le point de multiplicite´ maximale de g
′, celui ou` il ne l’est pas.
3.1. Le point p0 n’est pas le point base de multiplicite´ maximale de g
′. L’entier 2j
correspond au nombre d’intersections libres d’une droite ge´ne´rique passant par p0
avec un e´le´ment de g∗L ou` L de´signe un re´seau de droites dans P2(C).
Si p0 est un point base de multiplicite´ ν
′
0 pour g
′, nous avons n′ − ν ′0 = n− ν0 = 2j.
D’autre part si m de´signe le point base de multiplicite´ maximale νm pour g
′, alors
2j ′ = n′ − νm < n′ − ν ′0 = 2j.
Autrement dit s’il existe A et B tels que, apre`s avoir compose´ g avec l’involution
quadratique centre´e en p0, A et B, le point p0 ne soit plus de multiplicite´ maximale,
alors (j ′, h′) est strictement infe´rieur a` (j, h).
3.2. Le point p0 est le point base de multiplicite´ maximale de g
′. D’apre`s ce qui
pre´ce`de, j et j ′ sont e´gaux ; nous allons donc essayer de choisir convenablement A
et B pour que h diminue.
Nous sommes dans l’une des situations suivantes :
a. on compte deux points base propres p1 et p2 de multiplicite´s ν1 et ν2 supe´rieures
a` j ;
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b. il existe au plus un point base propre de multiplicite´ supe´rieure a` j et il
n’existe pas de point base infiniment proche de p0 ;
c. il y a au plus un point base propre de multiplicite´ supe´rieure a` j et au moins
un point base infiniment proche de p0.
Nous allons traiter ces possibilite´s au cas par cas.
a. Composons g par l’involution quadratique q centre´e en p0, p1 et p2. La multiplicite´
ν ′1 de p1 par rapport a` g
′ est e´gale au nombre d’intersections libres entre un e´le´ment
de g∗L et la droite passant par p0 et p2. Par Bezout nous avons
n = ν0 + ν2 + ν
′
1.
Puisque ν2 > j cette e´galite´ conduit a` n−ν0 > j+ν ′1. Or n−ν0 = 2j d’ou` l’ine´galite´
j > ν ′1 ; il en est de meˆme pour ν
′
2. L’entier h a donc diminue´ de 2.
b. Supposons que les points base p0, p1 et p2 de g satisfassent les conditions sui-
vantes :
– p0 est de multiplicite´ maximale ;
– p1 est propre ;
– p2 est infiniment proche de p1.
Fixons un point m de P2(C) tel que la droite passant par m et p0 (resp. par m et
p1) ne contienne pas de point base de g distinct de p0 (resp. p1). Composons g par
l’involution quadratique centre´e en p0, p1 et m. Le point m devient un point base
de multiplicite´ strictement infe´rieure a` j, le point p1 est de´sormais un point base
de multiplicite´ 2j et p2 un point propre toujours de multiplicite´ ν2 > j. Ainsi h
reste constant et il y a un point base propre de multiplicite´ strictement supe´rieure
a` j de plus. En ite´rant ce proce´de´ nous pouvons supposer que tous les points base
de multiplicite´ strictement supe´rieure a` j sont propres. Puisque h ≥ 2, nous nous
retrouvons dans le cas a.
c. Soient A et B deux points ge´ne´riques de P2(C). Apre`s avoir compose´ g par
l’involution centre´e en p0, A et B, l’entier h augmente de 2 puisque A et B sont
de´sormais de multiplicite´ 2j ; en particulier, h ≥ 4. Par contre il n’y a plus de point
base infiniment proche de p0. D’apre`s b. nous pouvons supposer que p1, . . ., ph sont
propres. Le Lemme A.3 assure que ces points ne sont pas tous aligne´s ; ainsi nous
pouvons appliquer a. au moins deux fois de suite et h baisse de 4. Finalement h a
donc diminue´ de 2.
ANNEXE B
PROCE´DURES Maple
1. ORBITES
Les figures du Chapitre 4 ont e´te´ obtenues a` partir de la proce´dure suivante qui,
e´tant donne´s un point (x, y) et des parame`tres α et β, retourne la liste des points
(x, y), fα,β(x, y), f
2
α,β(x, y), . . ., f
30000
α,β (x, y).
restart :
with(plots) :
orbite := proc(x,y,alpha,beta)
local j, N, L, alp, bet, X, Y ;
N := 30000 :
alp := evalf(alpha) :
bet := evalf(beta) :
X := x ;
Y := y ;
L := [NULL] :
for j from 1 to N do
X := evalf((alp*X+Y)/(X+1)) ;
Y := evalf(bet*Y) ;
L := [op(L), [Re(X), Im(X), Re(Y)]] ;
od :
RETURN(L) ;
end :
2. EXPOSANTS DE LYAPUNOV
Les proce´dures suivantes nous ont permis de de´terminer, dans le Chapitre 4,
l’exponentielle des exposants de Lyapunov de An(α, β). La premie`re proce´dure
maxim prend deux nombres complexes et retourne celui de plus grand module. La
seconde proce´dure norme donne la norme d’une matrice et la troisie`me explya permet
de calculer l’exponentielle des exposants de Lyapunov de An(α, β).
restart :
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with(plots) : with(linalg) :
Digits := 40 ;
maxim := proc(lambda,mu)
local l, m ;
l := evalf(sqrt(Re(lambda)2+Im(lambda)2)) ;
m := evalf(sqrt(Re(mu)2+Im(mu)2)) ;
if l < m then RETURN(m) else RETURN(l) fi ;
end :
norme := proc(M)
local mu, lambda ;
lambda := maxim(evalf(M[1,1]), evalf(M[1,2])) ;
mu := maxim(evalf(lambda), evalf(M[2,1])) ;
if lambda < mu then lambda := mu fi ;
mu := maxim(evalf(lambda), evalf(M[2,2])) ;
if lambda < mu then lambda := mu fi ;
RETURN(lambda) ;
end :
explya := proc(alpha,beta,y,n)
local j, N, M, alp, bet ;
alp := evalf(alpha) :
bet := evalf(beta) :
M := matrix(2, 2, [alp, y, 1, 1]) ;
M := multiply(M, matrix(2, 2, [1/(evalf(sqrt(det(M)))), 0, 0, 1/(evalf(sqrt(det(M))))])) ;
if n= 1 then RETURN(norme(M)) else
for j from 1 to (n-1) do
N := matrix(2, 2, [alp, betj∗y, 1, 1]) ;
M := multiply(matrix(2, 2, [1/(evalf(sqrt(det(N)))), 0, 0, 1/(evalf(sqrt(det(N))))]),
multiply(M, N)) ;
od ;
RETURN(evalf((norme(M))(1/n))) ;
fi ;
end :
NOTATIONS COMMENTE´ES
Aut(M) : groupe des biholomorphismes d’une varie´te´ complexe M.
A = Aut[K2] : groupe des automorphismes polynomiaux de K2. D’apre`s [28, 39],
le groupe A a une structure de produit amalgame´ : A = A ∗S E ou`
A = {(x, y) 7→ (a1x+ b1y + c1, a2x + b2y + c2) | ai, bi, ci ∈ C, a1b2 − a2b1 6= 0}
de´signe le groupe affine,
E = {(x, y) 7→ (αx+ P (y), βy + γ) | α, β ∈ C∗, β ∈ C, P ∈ C[y]}
le groupe e´le´mentaire et S = A ∩ E. A` tout produit amalgame´ peut eˆtre associe´
canoniquement un arbre T . Dans notre contexte, l’ensemble des sommets de T est
l’union disjointe des classes a` gauche A /A et A /E, celui des areˆtes l’union disjointe
des classes a` gauche A /S. Pour tout e´le´ment f de A , l’areˆte fS relie les sommets
fA et fE. A` isomorphisme pre`s c’est l’unique arbre a` ve´rifier la proprie´te´ suivante :
il existe une action de A sur T telle que le domaine fondamental de cette action soit
une areˆte avec ses deux sommets dont les stabilisateurs sont A et E. Cette action est
en fait la translation a` gauche : soient f et g dans A , nous avons f.(g.E) = (f ◦g).E.
End(M) : semi-groupe des endomorphismes d’une varie´te´ M.
End[K2] : semi-groupe des endomorphismes polynomiaux de K2.
〈fS〉 : groupe engendre´ par la famille fS.
D = {(x, y) 7→ (αx, βy) | α, β ∈ C∗}.
D1 = {(x, y) 7→ (αx, y) | α ∈ C∗}.
D2 = {(x, y) 7→ (x, βy) | β ∈ C∗}.
dα,β : (x, y) 7→ (αx, βy), α, β ∈ C∗.
T = {(x, y) 7→ (x+ α, y + β) | α, β ∈ C}.
T1 = {(x, y) 7→ (x + α, y) | α ∈ C}.
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T2 = {(x, y) 7→ (x, y + β) | β ∈ C}.
tα,β : (x, y) 7→ (x + α, y + β), α, β ∈ C.
H = {ψ ◦ g1 ◦ . . . ◦ gm ◦ ψ−1 | ψ ∈ Aut[C2], gi : (x, y) 7→ (y, Pi(y) − δix), δi 6=
0, degPi ≥ 2}. Les e´le´ments de H seront dits de type He´non.
Aut(S,F) : groupe des transformations biholomorphes laissant le feuilletage F in-
variant sur la surface projective S.
Bir(M) : groupe des transformations birationnelles de la varie´te´ alge´brique M.
Bir(P2(C)) : groupe des transformations birationnelles du plan projectif complexe,
encore appele´ groupe de Cremona. Le The´ore`me de Nœther (voir [2, 3]) assure
que Bir(P2(C)) est engendre´ par Aut(P2(C)) = PGL3(C) et l’involution de Cremona
σ : (x : y : z) 7→ (yz : xz : xy) ; autrement dit tout e´le´ment de Bir(P2(C)) s’e´crit
comme le produit de transformations birationnelles quadratiques modulo un e´le´ment
de PGL3(C).
Bir(S,F) : groupe des transformations birationnelles laissant le feuilletage F inva-
riant sur la surface projective S.
Fm : m-ie`me surface de Hirzebruch, m ≥ 2. Le groupe d’automorphismes d’une
surface de Hirzebruch est donne´ par{(
αx+ f(y)
(cy + d)m
,
ay + b
cy + d
)
|
(
a b
c d
)
∈ PGL2(C), α ∈ C∗, f ∈ C[y], deg f ≤ m
}
.
Un e´le´ment f de Aut(Fm) permute les fibres de la fibration y = cte donc un induit
un isomorphisme de la base P1(C), i.e. un e´le´ment νf de PGL2(C). Notons pi le
morphisme qui a` f associe νf .
J : groupe des transformations birationnelles qui laissent la fibration y = cte ap-
pele´ groupe de Jonquie`res. Tout sous-groupe maximal de Bir(P2(C)) fixant une
fibration rationnelle donne´e est birationnellement conjugue´ a` J. Tout e´le´ment f de
J permute les fibres de la fibration y = cte donc induit un isomorphisme de la base
P1(C), i.e. un e´le´ment νf de PGL2(C). Nous notons encore pi le morphisme qui a` f
associe νf .
ψ(a, b, c, d, ν(y)) de´signe l’e´le´ment
(
a(y)x+b(y)
c(y)x+d(y)
, ν(y)
)
du groupe de Jonquie`res avec
a, b, c, d dans C(y) et ν dans PGL2(C).
Ja = {(x, y) 7→ (x+ a(y), y) | a ∈ C(y)}.
E
(2)
n = {(x, y) 7→ (x+ P (y), y) | P ∈ C[y], degP ≤ n}.
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Jm = {(x, y) 7→ (a(y)x, y) | a ∈ C(y)∗}.
JF =
{
(x, y) 7→
(
a(y)x+F (y)
x+a(y)
, y
)
| a ∈ C(y)
}
, F dans C(y) fixe´, F n’e´tant pas un
carre´.
IB = 〈(−x, y),
(
1
B(y)x
, y
)
〉, B de´signant un e´le´ment fixe´ de C(y)∗.
IFC = 〈
(
F (y)
x
, y
)
,
(
C(y)x−F (y)
x−C(y) , y
)
〉 ou` C, F sont des e´le´ments fixe´s de C(y), F n’e´tant
pas un carre´.
Rat(P2(C)) : semi-groupe des transformations rationnelles de P2(C).
(eij)1≤i,j≤n : ge´ne´rateurs de SLn(Z).
Γn(q) = 〈eqij | 1 ≤ i, j ≤ n〉 : sous-groupe de congruence de SLn(Z).
Hk = 〈f, g, h | [f, h] = [g, h] = id, [f, g] = hk〉 : k-groupe de Heisenberg.
Ind(f) : lieu d’inde´termination d’une transformation birationnelle f.
Exc(f) : lieu des courbes contracte´es d’une transformation birationnelle f.
λ(f) : premier degre´ dynamique d’une transformation birationnelle f .
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